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内 容 简 介 


本 书 是 在 遵循 普通 高 等 院 校 4 理工 科 本 科 复 变 函 数 课程 教学 基本 要 求 》 的 基础 
上 ,广泛 参考 国内 外 经 典 教材 ,按照 新 形势 下 教材 改革 精神 ,同时 结合 作者 长 期 的 
教学 改革 实践 经 验 编写 而 成 的 ,其 内 容 组 织 由 浅 和 人 深 , 较 全 面 、. 系 统 地 介绍 了 解析 
函数 的 基本 理论 和 方法 . 

全 书 共 七 章 , 内 容 包 括 :复数 与 复 变 函数 .解析 函数 、 复 变 函 数 的 积分 .解析 函 
数 的 级 数理 论 . 留 数理 论 及 其 应 用 、 共 形 映射 . 解 析 延 拓 简 介 . 每 章 配 有 适量 的 习 
题 ,并 在 书后 给 出 简略 参考 答案 . 本 书 内容 丰 富 , 体 系 严 并 ,讲解 通俗 易 懂 , 具 有 很 
强 的 可 读 性 . 

本 书 可 作为 普通 高 等 院 校 数 学 与 应 用 数学 专业 及 相关 专业 复 变 函数 课程 的 教 
材 , 也 可 作为 自学 参考 书 . 

为 了 方便 教师 多 媒体 教学 和 读者 学 习 , 作 者 提供 与 本 教材 配套 的 相关 内 容 的 
电子 资源 ,需要 者 请 电子 邮件 联系 fengzhixin-2008@163. com. 


了 路 


前 


数 域 从 实数 域 扩大 到 复数 域 后 ,产生 了 复 变 函 数论 ,并 且 深 刻 地 深入 到 代数 学 .微分 方 
程 .概率 统计 .拓扑 学 等 数学 分 支 . 19 忆 纪 的 数学 家 公认 复 变 函数 论 是 最 丰饶 的 数学 分 支 ， 
并 且 称 之 为 这 个 世纪 的 数学 享受 ,也 有 人 称赞 它 是 抽象 科学 中 最 和 谐 的 理论 之 一 . 复 变 函数 
理论 的 奠基 人 是 柯 西 (Cauchy) 、 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 和 黎 曼 (Riemann). 20 世纪 以 
来 , 复 变 函数 理论 已 被 广泛 地 应 用 到 理论 物理 、 天 体力 学 等 方面 ,发 展 到 今天 已 成 为 一 个 内 
容 非 常 丰富 ,应 用 极为 广泛 的 数学 分 支 . 

作为 大 学 数学 与 应 用 数学 专业 必修 课程 的 复 变 函数 主要 讲述 解析 函数 的 基本 理论 和 有 
关 方 法 ,内 容 包括 柯 西 积分 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 级 数 和 黎 曼 共 形 映射 三 大 部 分 . 本 书 以 这 三 部 分 
为 主线 ,讲述 了 以 下 内 容 : 

1. 复数 与 复 变 函数 . 这 个 部 分 是 预备 知识 , 鉴于 近年 来 高 中 教材 改革 ,复数 部 分 的 难度 
和 所 占 比 例 有 所 减少 . 实际 教学 过 程 中 发 现 学 生 对 这 部 分 知识 掌握 不 够 扎实 ,影响 到 复 变 函 
数 课 程 的 学 习 , 因 此 书 中 对 复数 做 了 比较 详细 的 介绍 . 

2. 解析 函数 . 复 变 函数 理论 的 主要 研究 对 象 就 是 解析 函数 . 书 中 在 介绍 复 变 函 数 的 导 
数 与 微分 基础 之 上 重点 介绍 了 解析 函数 的 基本 理论 (基本 概念 .判定 函数 解析 的 基本 方法 )， 
以 及 初等 解析 函数 和 初等 多 值 函 数 . 其 中 初等 多 值 画 数 部 分 是 复 变 函 数理 论 的 难点 之 一 . 

3. 复 变 函数 的 积分 . 它 是 研究 解析 函数 的 一 个 重要 工具 ,其 理论 是 复 变 函数 理论 的 基 
础 . 书 中 介绍 了 复 变 函数 积分 的 基本 概念 和 性 质 、 复 变 函 数 积分 的 基本 计算 方法 、 著 名 的 柯 
西 积 分 定理 及 其 推论 和 应 用 . 

4. 解析 函数 的 级 数理 论 . 级 数 也 是 研究 解析 函数 的 一 个 重要 工具 ,更 具有 实际 意义 , 例 
如 可 用 来 计算 函数 的 近似 值 等 , 书 中 主要 介绍 了 解析 函数 的 罕 级 数 和 洛 朗 级 数 的 相关 理论 ， 
并 介绍 了 孤立 奇 点 的 相关 知识 ,为 留 数理 论 作 铺 垫 . | 

5. 留 数 理论 及 其 应 用 . 它 是 柯 西 积分 理论 的 延续 ,是 计算 周 线 积分 和 “大 范围 ”积分 的 
有 力 工 具 . 书 中 介绍 了 留 数 的 基本 理论 及 其 应 用 ,包括 利用 留 数 求 积分 ,特别 是 求 几 种 特殊 
类 型 的 实 积分 ,并 可 考察 解析 函数 零点 分 布 状况 . 

6. 共 形 映射 . 前 面 内 容 是 用 分 析 的 方法 (微分 .积分 .级 数 等 ) 来 研究 解析 函数 , 共 形 映 
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出 
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射 理论 是 从 几何 角度 讨论 解析 函数 的 性 质 和 应 用 . 书 中 介绍 了 解析 变换 的 特性 、 几 种 基本 映 
射 和 几 种 常用 的 共 形 映射 ,为 其 他 学 科 和 实际 问题 提供 有 力 工具 . 

7. 解析 延 拓 简 介 . 书 中 简单 介绍 了 解析 延 拓 理论 的 一 些 基本 概念 , 供 学 生 自学 . 

其 中 带 星 号 “x "部 分 的 教学 环节 可 略 讲 或 不 讲 ， 

本 书 由 数位 具有 多 年 复 变 函数 课程 教学 经 验 的 教师 精心 研究 编写 . 我 们 参考 了 国内 外 
诸多 相关 的 经 典 教 材 , 并 结合 多 年 实际 教学 改革 经 验 ,力图 编写 出 一 本 内 容 丰 富 、 体 系 严谨 、 
讲解 通俗 易 懂 、 可 读 性 强 的 复 变 函数 课程 教材 . 

在 本 书 的 编写 过 程 中 ,吉林 师范 大 学 刘 声 华 教授 对 书稿 提出 了 宝贵 建议 , 统 稿 过 程 中 也 
得 到 了 北京 大 学 出 版 社 曾 更 婷 老师 的 精心 指导 ,在 此 向 几 位 老师 表示 启 心 的 感谢 ! 

本 书 内 容 虽 然 经 过 各 编 委 多 次 讨论 .审阅 .修改 ,但 限于 编者 的 水 平 ,不 妥 之 处 仍然 会 存 
在 , 诚 姑 希望 广大 同行 给 予 批评 指正 . 


作者 
2012 年 1 月 
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复 变 函数 就 是 自 变 量 为 复数 的 函数 .本 书 研究 的 主要 对 象 就 

是 在 某 种 意义 下 可 导 的 复 变 函 数 , 即 解析 函数 . 为 了 建立 这 种 解析 

浮 数 的 理论 基础 ,必须 要 对 复数 及 复 变 函数 有 清晰 的 认识 . 在 这 一 

。 章 中 ,我 们 首先 引入 复数 域 与 复 平面 的 概念 ,然后 介绍 复 平面 上 的 
点 集 、 区 域 、 约 当 曲 线 以 及 复 变 函数 的 极限 与 连续 等 概念 . 


31 复 数 


一 、 复 数 域 


形 如 
z 二 XI 十 iy 或 z 一 并 十 六 
的 数 称 为 复数 ,其 中 z 和 y 是 任意 的 实数 ,i 称 为 虚数 单位 ,满足 = 一 
实数 z 和 y 分 别称 为 复数 z 的 实 部 和 虚 部 , 记 做 
T= Rez, y= Imz. 

当 y=0 时 ,zx 十 1，0 为 实数 z. 特别 地 ,0 十 i。0=0. 当 y 取 0 时 , 称 > 为 虚 
数 . 当 y 隆 0 但 z=0 时 , 称 = 一 iy 为 纯 虚 数 . 

两 个 复数 xz 十 iy, 和 zs 十 iys 相等 当 且 仅 当 zi 一 xz 且 JI 一 yz 

称 复 数 x 一 iy 为 复数 z 二 iy 的 共 思 复数 . 显然 ,复数 x 十 iy 和 z 一 i 
互 为 共 绒 复数 . 复数 z 的 共 元 复数 常 记 为 z, 于 是 

Xiy 二 十 1y. 

基于 复数 的 定义 ,我 们 规定 两 个 复数 zi 二 工 十 ij 和 zz 二 zx; 十 iys 的 
四 则 运算 法 则 如 下 : 

复数 = ,zz 相 加 ( 减 ) 等 于 对 应 实 部 和 虚 部 相 加 ( 减 ), 即 

zl 土 zs 一 (Zi 士 zz) 十 1 十 yy). 

称 复数 =: 十 zx: 是 复数 zx， 与 xz; 的 和 ,复数 zi 一 zz。 是 复数 = 与 zz 的 差 . 

复数 zi , z。 相 乘 可 按 多 项 式 乘 法 法 则 进行 ,只 需 将 结果 中 iY 换 成 
一 1, 即 


第 一 章 ”复数 与 复 变 函 数 


Zizz = (zizz 一 ya) 二 iri ys + Yixz2). 
称 复数 之 1 之 2 是 复数 之 1 与 之 2 的 积 . 
复数 zx ,zs 相 除 (除数 不 为 0) 可 先 将 它 写 成 分 式 的 形式 ,然后 分 子 、 分 母 同 乘 以 分 母 的 
共 因 复 数 , 再 进行 简化 , 即 


之 1 TiT?2 + yy 十 ia Ty 
二 二 一 十 i 一 一 (z; 关 0)， 
22 TI 十 2 Ti 二 


称 复数 过 是 复数 zi 与 zz 的 商 . 


根据 上 述 定义 的 四 则 运算 ,容易 验证 复数 的 加 法 、 乘 法 满足 交换 律 .结合 律 以 及 乘法 对 
加 法 的 分 配 律 . 

全 体 复数 并 引入 上 述 运算 后 就 称 为 复数 域 , 记 做 C. 它 是 实数 域 R 的 扩张 ,但 它 已 不 是 
有 序数 域 , 即 任意 两 个 复数 之 间 不 能 比较 大 小 . 例如 ,我 们 能 说 2 十 3i 关 4 一 5i, 但 我 们 不 能 得 
出 2 十 3i<4 一 5i 或 2 十 3i>>4 一 5i 的 结论 . 

二 、 复 平面 

一 个 复数 z= 二 x+ 十 iy 本 质 上 由 一 对 有 序 实 数 (z,y) 唯 一 确定 ,于 是 能 够 建立 平面 上 全 部 
的 点 和 全 体 复数 之 间 一 一 对 应 的 关系 . 也 就 是 说 ,我 们 可 以 借助 于 横 坐 标 为 z, 纵 坐标 为 y 
的 点 来 表示 复数 > 一 z 十 iy (图 1. 1). 这 种 复数 的 表示 方法 通常 称 
为 点 表示 ,并 且 常 把 点 z 和 复数 z 不 加 区 分 . 

由 于 二 轴 上 的 点 对 应 着 实数 , 故 z 轴 称 为 实 轴 ;y 轴 上 非 原点 
的 点 对 应 着 纯 虚 数 , 故 y 轴 称 为 虚 轴 . 这 样 表示 复数 z 的 平面 称 为 
复 平 面 或 z 平面 . 

在 复 平 面 上 ,从 原点 到 点 z= 二 zx 十 iy 所 引 的 向 量 与 这 个 复数 = 
也 构成 一 一 对 应 关系 (图 1. 1). 因此 复数 一 z 十 iy 还 可 以 用 一 向 量 
Oz 来 表示 . 特别 地 ,复数 0 对 应 着 零 向 量 . 向 量 Oz 的 长 度 称 为 复数 


z 的 模 或 绝对 值 , 记 做 7 或 |z|, 即 


显然 ,下 列 各 式 成 立 : 
[zl |zl, lyl<|zl, lzl< [zl+|yl. (1.1) 
由 复数 的 向 量 表示 易 见 ,复数 的 加 减法 法 则 与 向 量 加 减法 的 平行 四 边 形 法 则 一 致 (图 
1. 2). 根据 图 1. 2, 我 们 有 不 等 式 
Iz 二 zz| 志 |zi| 十 |zz|，( 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ) (1.2) 
上 zi| 一 |z:|| 才 |zi 一 zz|，( 三 角形 两 边 之 差 小 于 第 三 边 ) (1. 3) 
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其 中 当 复 数 zx 和 zz 表示 的 两 个 向 量 共 线 (平行 ) 且 同 
向 时 ,(1. 2) 式 和 (1. 3) 式 中 等 号 成 立 . 两 个 复数 差 的 模 
|zi 一 zz | 表示 点 zi 与 点 zz 的 距离 , 记 为 
d(zi,zz)= |zi— z, | 
=Vz— zr) Ty), (1.4) 
实 轴 正 向 到 非 零 复数 > 一 z 十 iy 所 对 应 的 向 量 Oz 
之 间 的 夹 角 0 称 为 复数 z 的 辐 角 , 记 为 
0 = Argz, 
并 规定 9 按 道 时 针 方 向 取 值 为 正 , 顺 时 针 方 向 取 值 为 


负 . 显然 0 一 Argz 满足 tang 一 立 . 任意 一 个 非 零 复数 = 


都 有 无 穷 多 个 辐 角 , 且 彼 此 之 间 相 差 2x 的 整数 倍 . 取 其 中 一 个 特定 值 0 且 符 合 一 r<<% 委 r 
(或 0 二 27) , 称 其 为 z 的 主 辐 角 或 辐 角 主 值 , 记 为 argz. 于 是 
0= Argz = argz 二 2kx 〈& 一 0, 土 1], 士 2,…). (1. 5) 
注 、 当 z=0 时 ,其 模 为 零 , 辐 角 无 意义 . 


由 三 角 函 数 知识 可 知 argz 与 arctan 之 有 如 下 关系 (图 1.3, 图 1.4): 


arctan 之 ， 当 之 在 第 一 象限 时 ， 
arctan 立 十 ， 当 z 在 第 二 象限 时 ， 
argz 一 (天 0)， 
arctan YY —x, 当 = 在 第 三 象限 时 ， 
arctan 之 ， 当 z 在 第 四 象限 时 


其 中 一 xz<<argz<<r， 一 <arctan pe 
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例 1.1 求 Arg(3 一 3D) 及 Arg( 一 5 十 6). 
解 Arg(3 一 3D 一 arg(3 一 3D 十 2kx 一 arctan 二 十 2kx 


Se (k= 二 0, 十 1, 土 2,*…)， 


Arg(—5+6i)=arg( 5 十 6 十 24x 一 arctan E+ nt2hn 


一 (2& 十 1)r 一 arctan 5 (RE 一 0, 士 1, 士 2,…). 


由 直角 坐标 系 与 极 坐 标 系 的 关系 ,我 们 可 以 用 复数 的 模 与 辐 角 来 表示 非 零 复数 z (图 
1.1), 即 
z 一 7(cos0O 十 isin0). (1. 6) 
特别 地 , 当 7r 二 1 时 ,有 
Zz 一 cos0 十 isinb， 
称 之 为 单位 复数 . 
根据 欧 拉 公 式 e* 二 cos0 十 isin9, (1. 6) 式 可 改写 为 
z = rei9. (1.7) 
我 们 分 别称 (1. 6) 式 和 (1.7) 式 为 非 零 复 数 z 的 三 角形 式 和 指数 形式 ,并 称 z 二 z+ 十 iy 为 
复数 z 的 代数 形式 . 复数 的 这 三 种 表示 法 可 以 相互 转化 ,根据 所 讨论 问题 的 需要 来 选择 ， 


例 1.2 求 复数 < 一 一 守 ; 的 三 角形 式 与 指数 形式 . 


0 ee 0 Le 
i Te 
r= |z|=V(—1)+1L 一 V2， arctan 字 = arctan(— 1) 3 
argz = arctan 十 x 二 x= Sy 
zr 4 4 
于 是 :一 一 守 ; 的 三 角形 式 与 指数 形式 分 别 如 下 
之 一 V3(cos 至 十 isin 严 ) ， z 一 V2es. 
例 1.3 将 复数 1 一 cosp 十 isinp (0<p 委 r) 化 为 指数 形式 ， 
解 1 一 cosp 十 isinp 一 2sim 分 十 2isin cos 全 一 2sin 2 (sin 全 十 icos 2) 


一 2sin 卫 | cos (至 一 名 -+isin (于 9) | 一 2sin el 
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对 于 复数 zj 一 7 ea ,zo 一 ree% ,有 
之 1 Z > rl rT»» 0 0; 十 2&T (& 一 0, 士 1, 士 2，…). 


因为 
zi 一 7 eigl 7 €i% a rir2 e062) (1, 8) 
2 em (v0), (1. 9) 
?2 7r2e 2 7 2 
所 以 利用 复数 的 指数 形式 作 乘 除法 比较 简单 ,并 且 有 
[zizz|= |zi||zz|, 对 | 一 | (zs 天 0)， 〈1. 10) 
“2 | z, | 


Arg(zizz) 一 Argzi + Argz;， 
| (1.11) 


Arg (2)= Argzi — Argz;. 
公式 (1. 8) 说 明 zz。 所 对 应 的 向 量 是 把 z， 所 对 应 的 向 量 伸 
缩 r 一 |zz| 倍 ,然后 再 旋转 一 个 角度 4 一 argzs 得 到 的 (图 1. 5). 
特别 地 , 当 |z;| = 二 1 时 ,只 需 旋 转 一 个 角度 0 二 argz: 即 可 . 例 
如 ,iz 相当 于 将 z 所 对 应 的 向 量 Oz 沿 道 时 针 方 向 旋转 x/2. 
公式 (1. 11) 表示 的 是 集合 的 运算 , 其 左 端 Arg (zizz ) 


(或 Arg (于 ) ) 的 每 一 个 值 , 必 有 Argz 和 Argzz 的 各 一 值 ,使 


图 1.5 
它们 的 和 (或 差 ) 与 之 相等 ;反之 亦 然 . 例如 , 设 (1. 11) 中 第 一 式 
的 右 端 两 项 分 别 为 
Argzi 一 | 等 十 ?mr _ ， Argz; 一 [至 +2nr Wo 


则 左 端 为 
Arg(ziz2) 一 人 十 2kr| 


k=0, 十 1, *… 


公式 (1.11) 中 的 第 一 式 意 味 着 ,在 等 式 左 端 取出 一 个 数值 即 取 定 一 个 & 值 ,等 式 右 端 也 可 以 
相应 地 找 出 m 与 2 的 值 ,使 得 右 端的 和 等 于 左 端的 数值 ;反之 也 成 立 . 
公式 (1. 11) 中 的 Argz 可 以 换 成 主 辐 角 argz, 则 等 式 两 端 允 许 相 差 2r 的 某 个 整数 倍 , 即 


有 


arg(zlzz) = argzl 十 argzs 二 2kix, 
| (1. 12) 


arg (全 ) 一 argzl 一 argz? + 2k2x, 


其 中 ,ks 各 表示 某 个 整数 . 
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三 、 复 数 的 乘 短 与 方 根 
设 非 零 复数 z==re”, 反 复 运用 (1. 8) 式 n 次 就 得 到 非 零 复数 z 的 正 整 数 次 宕 z”, 即 
Zz" 一 re = r"(cosn0 + isinn0). 


当 r=1 时 , 则 得 到 德 摩 弗 CDe Moivre) 公 式 
(cos0 + ising)” = cosnb 十 isinnb. 
当 ? 为 不 小 于 2 的 正 整 数 时 , 称 满足 方程 
的 复数 w 为 复数 z 的 n 次 方 根 , 记 做 Vz. 
为 了 从 已 知 的 z 求 它 的 n 次 方 根 w, 我 们 设 z==re* ,w= 二 pe?, 则 (1.13) 式 变形 为 


eny i rev 


(1. 13) 


从 而 得 到 两 个 方程 
太一 7r， ng = 0 十 2&r， 
解 得 p 一 六 ( 取 算术 根 )， 9 一 全 2 
因此 z 的 ”次 方 根 为 
w = (2 = ee et. (1.14) 


由 于 三 角 也 数 具有 周期 性 ,所 以 只 要 取 =0,1,2,…,n 一 1 就 可 得 出 方程 (1. 13) 的 总 共 半 个 
不 同 的 根 . 这 里 记号 如 与 Nz) (4 二 0,1,…,n 一 1) 是 一 致 的 . 
我 们 将 (1. 14) 式 表示 为 
wi = (We) = es wo, 
其 中 w= 二 WWe*. 由 此 可 见 , V 的 不 同 值 ws 可 由 wo 依次 绕 原点 旋转 


二 
n 了 2 了 2 了 2 


而 得 到 ,但 当 & 取 到 ”时 ,与 w 重合 了 . 故 非 零 复 数 zx 的 2 次 方 根 
共有 个 ,它们 均匀 地 分 布 在 以 原点 为 心 , 半 径 为 w 的 圆周 上 ，, 即 
它们 是 内 接 于 该 圆 的 正 n 边 形 的 n 个 顶点 (图 1.6 是 nn 二 6 的 情 
形 ). 

例 1.4 求 cos30 及 sin39 用 cosb 与 sin6 表示 的 式 子 . 

解 ”由 德 摩 弗 公式 有 

cos30 十 isin30 二 (cos0 十 isin0)’ 

1 一 cos30 十 3icos2zbsin0g 一 3cosbsin20 一 isin30， 
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因此 有 


cos30 = cos30 一 3cosbsin20 = 4cos30 一 3cos0， 
sin30 = 3sinbcos20 一 sin30 = 3sing 一 4sin30. 
例 1.5 计算 V 一 27. 
解 ” 因 一 27 王 27(cosr 十 isinr), 故 


(7), = V27 (cos HAs isinz ex)， k= 0,1,2. 


当 有 三 0 时 ,CV 一 237) 一 3(cos 可 十 isin )=3+3:; 


当 有 一 1 时 ,二 27), 一 3(cosx 十 isinzx) 一 一 3; 
当 有 一 2 时 ,Gy 27),=3(cos 释 十 isin 还)= 冯 一 


CD 
tw 
CD 


四 共 轿 复数 的 性 质 
对 于 复数 一 z 十 iy 的 共 印 复数 z 一 z 一 iy, 显 然 有 


|z|= |z| ， Argz=— Argz. 
这 表明 ,在 复 平面 上 点 z 与 z 关 于 实 轴 对 称 . 我 们 容易 验证 共 轿 复数 具有 以 下 和 性质 : 
(1) (z)=z, 2z1 士 zy 二 世 ] 士 Z ; 
(2) 2122 一 2 Zz ( 皇 )= 喇 (zz 天 0)3 
(3) |z|:=zz, Rez 一 “三 ， Imz 一 一 ; 
(4) 设 R(a,b,c,…) 表 示 对 于 复数 a,b,c，,… 的 任 一 有 理 运算 , 则 
下 (ap Ce) 二 R(a,6,c,.…). 
灵活 运用 这 些 性 质 ,可 以 简化 运算 . 
例 1.6 求 复数 一 < 的 实 部 、 虚 部 和 模 . 
解 (1) 因为 
_1+z_ (1+z)(I—z)_ (+z)(1—z)_ 1—zztz—z 1 |z|’+2ilImz 
l—z (1 一 z)(1 一 >) (1—z)(1~z) | 1 一 =| |1—z|? 
所 以 
1— |z|? 2Imz 
R Sax 9 I Ne 
i 


(2) 因为 
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(1.15) 
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1 十 z .ITz_ (1 十 z)(1 十 四 1 十 z 过 十 z 十 过 1 十 |z| 十 2Rez 


2 一 
|w|’=w 而 l—~z 1—z (1—z)(l—z) |1—z|? |1—z|? 
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所 以 


V1 十 |z|? 十 2Rez 


|1—z| 


|w|= 


五 、 复数 在 几何 中 的 应 用 


1. 起 点 为 z。 ,倾角 为 0 的 射线 方程 
设 ! 是 起 点 为 z ,倾角 为 0, 的 射线 ,z 是 该 射线 上 任意 异 于 z。 的 一 点 , 则 向 量 如 与 该 
射线 同 向 (图 1. 7). 因此 非 零 复数 一 z。 所 对 应 向 量 zo% 的 主 辐 角 为 go , 即 
arg(z— 20) = 0,. (1. 16) 
容易 验证 满足 (1. 16) 式 的 点 z 也 必定 在 该 射线 上 . 因此 (1. 16) 式 是 起 点 为 m ,倾角 为 0 的 
射线 方程 . 


复 平面 上 的 任意 一 个 角 0 (0 委 0<<2x) ,都 可 以 看 成 由 起 点 为 zo 的 两 条 射线 41 ,ls 构成 的 
(图 1. 8). 设 射 线 ,ls 的 方程 分 别 为 
li: arg(z—20) = li: arg(z 一 zo) 一 0， 
这 里 限制 0<argz<2x, 在 射线 0 上 任 取 一 点 zi (zi 关 zo) ,射线 2 上任 取 一 点 zs (zs 头 zo)， 
从 而 有 4 到 4 的 角 
之 0 


0 一 凡 一 0 一 arg(zz 一 zo) 一 arg(zl 一 zo) 一 arg So 
Zl1 一 之 0 

2. 过 之 1 之 2 两 点 的 直线 方程 

设 / 是 过 之 1 9， 之 2 两 点 的 直线 ?之 是 该 直线 上 的 任意 一 点 , 则 之 1 ,XZ 三 点 共 线 (图 1. 9 ). 


因此 ,arg 三 双 一 0 或 x, 即 二 -2 一 ER, 整理 得 


XZ2 之 ! Z2 Zl 
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z= zl 十 (zs — z1)t. (1.17) 
容易 验证 满足 (1. 17) 式 的 点 z 也 必定 在 直线 1 上 . 因此 (1. 17) 式 是 过 > ,zs 两 点 的 直线 
方程 . 

特别 地 , 当 0 志 t 志 1 时 ,点 z 在 点 zi ,zz 之 间 , 故 (1.17) 式 表示 端点 为 zx ,zs 的 直线 段 ; 当 
0 声 t 过 十 oo 时 ,(1.17) 式 表示 起 点 为 z1 且 过 点 z 的 射线 . 


» 
1 


1.9 图 1.10 


3. 以 zo 为 心 ,R 为 半径 的 圆周 方程 
设 C 是 以 z。 为 心 ,R 为 半径 的 圆周 ,z 是 该 圆周 上 的 任意 一 点 , 则 点 z 与 zo 之 间 的 距离 
为 定 值 R (图 1.10), 即 


|z—z|= R. (1.18) 
显然 ,满足 (1. 18) 式 的 点 必定 在 圆周 C 上 , 故 (1.18) 式 为 z 平面 上 以 zo 为 心 ,R>0 为 半径 
的 圆周 方程 . 

我 们 可 将 满足 (1. 18) 式 的 z 表示 为 
z= 2 十 Re'. (1. 19) 


由 此 可 见 , 当 0<&0<2x 时 ,(1. 19) 式 表示 的 是 以 z 为 心 ,R>0 为 半径 的 圆周 ; 当 ae 委 0 和 8 
(0 委 o< 狼 2r) 时 ,(1.19) 式 表示 的 是 以 z 为 心 ,R>0 为 半径 的 圆周 的 一 部 分 , 即 圆 弧 . 

例 1.7 证 明 : 三 个 复数 ,zz 成 为 一 等 边 三 角形 的 三 顶点 的 充分 必要 条 件 是 它们 
满足 等 式 


2 十 zz 十 3 二 之 2 之 十 之 之 | 十 之 1 之 2。 


证 人 zixzz, 为 等 边 三 角形 的 充分 必要 条 件 是 : 向 量 zz 由 向 量 zz 绕 zi 旋转 也 或 


_ Xih 
下 得 到 , 即 


x 
Es i (zs 一 zl )et3i。 


由 上 式 整 理 得 
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两 端 平方 化 简 , 即 得 


z? 十 zi 十 3 二 之 2 之 3 十 zsz 十 zi 之 2. 
例 1.8 证 明 : 三 角形 的 内 角 和 等 于 r. 
证 设 三 角形 的 三 个 顶点 分 别 为 zi ,zzs，, 对 应 的 三 个 


有 
顶 角 分 别 为 ,8,y (图 1. 11) ,于 是 
人 7 Z2 Zl Z3 一 之 2 Z1 Zs 
和 2 二 机 一 ， 一 ar 。 
1 3 a arg i ， B= arg 2 7 g 2 
1. 11 由 于 
之 2 一 之 1 之 3 一 之 2 党 和 1 
六 和 之 1] 一 之 2 
所 以 有 
arg < arg ss 2 十 arg 2 = arg( 一 1) 十 2koxr = x 2koxn, 
Z3 一 之 1 ZI 一 之 2 Z2 一 2Z3 


其 中 为 某 个 整数 . 由 假设 0 和 ae<rx,0<6<r,0<y<r ,所 以 
0 一 x 二 8 二 7y<3rx. 


故 必 有 & 一 0, 因而 ao 十 8 十 7 一 


§ 2 复 平面 上 的 点 集 


一 、 基 本 概念 


定义 1.1 设 po>0 为 实数 ,由 不 等 式 |z 一 | 到 o 所 确定 的 复 平 面 点 集 ( 简 称 点 集 ), 即 
以 zo 为 心 ,p 为 半径 的 圆 的 内 部 , 称 为 点 zo 的 po 邻 域 , 记 为 N,(zo). 由 zo 的 p 邻 域 去 掉 点 z。 
所 得 到 的 点 集 N, (zo) 一 {zo} , 称 为 点 zo 的 去 心 p 邻 域 , 可 用 不 等 式 0< | 一 z |<p 来 表示 . 

定义 1.2 考虑 复 平 面 上 的 点 集 E. 车 复 平面 上 一 点 zo( 不 必 属 于 E) 的 任意 邻 域 都 有 下 
的 无 穷 多 个 点 , 则 称 zo 为 的 育 点 ; 若 点 集 E 的 每 个 率 点 都 属于 EE, 则 称 上 为 闭 集 . 若 点 集 
E 中 的 点 z。 有 一 邻 域 全 含 于 EE 内 , 则 称 z 为 EE 的 内 点 ; 若 点 集 的 点 血 为 内 点 , 则 称 上 为 
开 集 . 

定义 1.3 车 点 zo 既 不 是 复 平面 点 集 E 中 的 点 ,也 不 是 EE 的 聚 点 , 则 称 其 为 E 的 外 点 ; 
若 点 zo 是 复 平面 点 集 互 中 的 点 ,但 不 是 巨 的 取 点 , 则 称 其 为 五 的 孤立 点 ; 若 复 平面 上 一 点 
zo( 不 必 属 于 E) 的 任意 邻 域 既 有 属于 EE 的 点 ,又 有 不 属于 上 的 点 , 则 称 zo 为 EE 的 边界 点 .点 
集 王 的 全 部 边界 点 所 组 成 的 点 集 称 为 五 的 边界 , 记 为 9E. 


$2 复 平 面 上 的 点 集 


定义 1.4 若 复 平面 上 点 集 巨 全 含 于 一 半径 有 限 的 圆 之 内 , 则 称 王 为 有 界 集 ; 和 否则 , 称 
为 无 界 集 . 


二 . 区域 与 曲线 


区 域 是 复 变 函数 论 中 一 个 基本 概念 . 
定义 1.5 如 果 复 平面 上 非 空 点 集 忆 具有 下 面 的 两 个 性 质 : 
(1) DD 为 开 集 ; 
(2) DD 中 任意 两 点 可 用 全 含 于 DD 中 的 折线 连接 ， 
则 称 点 集 D 为 区 域 (图 1. 12). 
定义 1.6 区 域 DD 加 上 其 边界 3D 称 为 闭 域 , 记 为 D=D+3D. 
注 区 域 都 是 开 的 ,不 包含 它 的 边界 点 ;区 域 的 边界 3D 必 
是 闭 集 . 
可 以 用 不 等 式 来 表示 复 平 面 上 的 区 域 . 
例 1.9 z 平 面 上 以 原点 为 心 ,R 为 半径 的 圆 ( 即 圆 形 区 域 ) 可 表示 为 
|z=|< R; 
z 平 面 上 以 原点 为 心 ,R 为 半径 的 闭 圆 ( 即 圆 形 闭 域 ) 可 表示 为 
|z|<R. 
它们 都 以 圆周 |z| ==R 为 边界 , 且 都 是 有 界 的 . 
例 1.10 如 图 1.13 所 示 , 阴 影 部 分 为 单位 圆周 的 外 部 含 在 上 半 z 平面 的 部 分 ,表示 为 
|z| >1， 
Imz>0. 


be 


1 上 
一 ] 0O ] 


图 1.13 图 1.14 


例 1.11 如 图 1.14 所 示 , 阴 影 部 分 为 带 形 区 域 ,表示 为 
ye<<Imz<< yi. 
例 1.12 zx 平面 上 以 实 轴 Imz 二 0 为 边界 的 两 个 无 界 区 域 是 
上 半 平 面 : Imz > 0; 


六 


Ta 
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下 半 平 面 ， Imz 二 0. 
xz 平面 上 以 虚 轴 Rez 一 0 为 边界 的 两 个 无 界 区 域 是 
左 半 平面 : Rez < 0; 
右 半 平面 : Rez > 0. 
例 1.13 如 图 1.15 所 示 ,z 平 面 上 阴影 部 分 为 同心 贺 
出 卫 环 ( 即 圆 环形 区 域 ) ,表示 为 
曲线 也 是 复 变 函数 论 的 基本 概念 . 
，。 定义 17 设 z(),y(s) 是 实 变量 :的 两 个 实 函 数 , 且 
” 在 闭 区 间 [a,8] 上 连续 , 则 由 方程 组 


z= z(t), (a 
y= y(t) 
或 由 实 变 复 值 函 数 
图 1.15 z= z(t)= r+iy(t) (ee 委 上 魏 (1.20) 


所 确定 的 点 集 C, 称 为 = 平面 上 的 一 条 连续 曲线 ,其 中 (1. 20) 式 称 为 曲线 C 的 参数 方程 . 若 
当 ae<<8,o 委 关 委 8 和 关 z 时 ,有 z(t) 二 z(t2), 则 称 zxG5) 为 曲线 C 的 重点 . 凡 无 重点 的 连 
续 曲 线 称 为 简单 曲线 或 约 当 曲线 . z(a) 二 z(8) 的 简单 曲线 称 为 简单 闭 曲线 . 

例如 ,线段 . 圆 弧 和 抛物 线 弧 段 等 都 是 简单 曲线 ,圆周 和 椭圆 周 等 都 是 简单 闭 曲 线 . 以 后 
我 们 所 论 及 的 曲线 均 指 连续 曲线 ,而 为 了 简便 ,通常 把 “连续 ” 略 去 , 称 之 为 曲线 . 

另外 ,通常 将 指定 了 起 点 和 终点 的 曲线 称 为 有 向 曲线 ,并 把 沿 曲线 从 起 点 到 终点 的 方向 
称 为 正方 向 ,而 从 终点 到 起 点 的 方向 称 为 负 方 向 . 简单 闭 曲 线 的 起 点 与 终点 重合 , 故 规定 沿 
曲线 道 时 针 方 向 为 其 正方 向 ,而 顺 时 针 方向 为 其 负 方 向 . 

定义 1.8 设 连续 曲线 弧 AB 的 参数 方程 为 

zz 一 zi) (a<it<p. 
任 取 实 数列 {1, } : 
有 (1.21) 
并 且 考 虑 弧 AB 上 对 应 的 点 列 ; : 
z; = z(t;) (7 = 0,1,2,.…,n). 

将 它们 用 一 折线 Q, 连接 起 来 ,Q, 的 长 度 为 


1, = DO) |z() — zt)|. 
j=1 


如 果 对 于 所 有 的 数列 (1. 21), I, 有 上 确 界 工 二 supT,, 则 称 统 AB 为 可 求 长 的 ,并 称 工 为 弧 
AB 的 长 度 . 


$2 ” 复 平面 上 的 点 集 


定义 1.9 设 简单 ( 闭 ) 曲 线 C 的 参数 方程 为 
z= 7x)+iy(t) (ot, 

又 在 c<tiK8 上 ,z (t) 及 y‘(1) 存 在 、 连 续 且 不 全 为 零 , 则 称 C 为 光滑 ( 闭 ) 曲 线 . 
直观 上 来 说 ,光滑 曲线 就 是 每 一 点 都 有 切线 并 且 切 线 是 随 i 连续 变化 的 曲线 . 
定义 1.10 由 有 限 条 光滑 曲线 衔接 而 成 的 连续 曲线 称 为 逐 段 光滑 曲线 . 
例如 ,简单 折线 就 是 逐 段 光滑 曲线 . 

逐 段 光滑 曲线 必 是 可 求 长 曲线 ,但 简单 曲线 不 一 定 可 求 长 . 
“ 例 1.14 设 简单 曲线 本 的 参数 方程 为 


T= X(t)=1, 
| tsin >， 上 天 0， (0 委 上 委 ]1). 
> 一 ?DO 一 | 
0， 上 一 0 
显然 
ee 1 , 
A, 2 Din 9 B, (ze'0) 


都 是 上 的 点 ,连接 4, 及 B, 两 点 的 线段 长 为 
1 1 


2 


2nr 十 人 


A 
(2n+ 吝 )x 2{" 十 去 jz 


1 
> 4 Da 


由 于 级 数 >) 二 发 散 ,所 以 》) A.B 也 发 散 . 故 简单 曲线 ] 是 不 可 求 长 的 . 
定理 1.1( 约 当 定理 ) 任 一 简单 闭 曲 线 C 将 = 平面 唯一 ， 


地 分 成 C,TCC) 及 无 (C) 三 个 点 集 ( 图 1. 16) ,它们 具有 如 下 SA 正方 向 

性 质 . E(C) 
(1) 彼此 不 交 ， ‘ a 
(2) I(C) 是 一 个 有 界 区 域 ( 称 为 C 的 内 部 ); 
(3) E(C) 是 一 个 无 界 区 域 ( 称 为 C 的 外 部 ); 人 


(4) 若 简单 折线 已 的 一 个 端点 属于 1C(C) , 另 一 个 端点 属 
于 下 (C), 则 已 必 与 C 有 交点 . 
此 定理 的 证 明 涉 及 拓扑 学 的 知识 , 故 略 去 ， 
定义 1.11 在 复 平 面 上 ,如 果 区 域 D 内 任意 一 条 简单 闭 曲线 的 内 部 都 含 于 D 内 , 则 称 
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DD 为 单 连通 区 域 ; 和 否则 , 称 为 多 连通 区 域 . 

简单 闭 曲 线 C 的 内 部 1(C) 就 是 单 连通 区 域 . 例 1. 9 至 例 1. 12 中 所 列举 的 区 域 都 是 单 
连通 的 ,而 例 1. 13 所 列举 的 圆 环形 区 域 -<|z|<<R 以 及 圆周 的 外 部 0<r<<|z| 志 十 2o 和 去 
原点 的 = 平面 0 二 |z|< 到 十 ce 都 是 非 单 连 通 的 . 从 几何 直观 上 来 看 ,就 是 不 合 “ 洞 "或 “ 颖 ”的 
一 块 区 域 为 单 连通 区 域 . 


33 复 变 函数 


一 、 复 变 函 数 的 概念 


定义 1.12 设 E 为 一 复数 集 .车 存在 一 个 对 应 法 则 六 使 得 对 瑟 内 每 一 复数 zx, 有 唯 
一 确定 的 复数 z 与 之 对 应 , 则 称 在 已 上 确定 了 一 个 单 值 复 变 函数 w= 二 f(z)(zE EE); 若 对 
FE 内 每 一 复数 x, 有 两 个 或 两 个 以 上 复数 多 与 之 对 应 , 则 称 在 已 上 确定 了 一 个 多 值 复 变 函 数 
w 二 f(z)(zEE). 单 值 复 变 函数 和 多 值 复 变 函数 统称 为 复 变 函数 (简称 沙 数 ). 这 里 巨 称 为 复 
变 函 数 ww 二 f(z) 的 定义 域 ;w 值 的 全 体 组 成 的 集合 {wlw 王 f(z) ,xzEE} 称 为 清 数 ww 二 f(z) 
的 值 域 . 


例如 ,w= |z| ,ww 二 zw 二 x ,w= (z 天 一 1) 均 为 z 的 单 值 复 变 函 数 ;mw 一 yz (z 关 0， 


7 之 2 为 整数 ) 及 芭 一 Argz (z 天 0) 均 为 = 的 多 值 复 变 函 数 . 今后 若 无 特别 声明 ,所 论 及 的 函数 
都 指 单 值 函数 . 相应 于 复 变 函数 ,我 们 有 时 将 定义 在 实数 集 上 的 实 值 函数 称 为 实 变 函 数 . 另 
外 ,所 涉及 的 点 集 和 区 域 除 特别 说 明 外 均 指 复 平面 上 的 . 

车 z= 二 x 十 iy,w 二 f(z), 则 w 的 实 部 和 虚 部 都 是 关于 x 和 yy 的 二 元 实 值 函数 ,因而 
ww 三 f(z) 可 以 写成 


w= f(ri+iy) = u(r,y) iv(z,y), (1. 22) 
其 中 x(z,y) 和 zzyy) 分 别 表示 w 的 实 部 和 虚 部 . 
若 将 z 表示 成 指数 形式 z= 二 re”*, 则 聘 数 w= f(z) 又 可 以 表示 为 如 下 形式 : 
w= P(r,0)+iQ(r,0). 
例 1.15 设 明 数 志 二 xz: 一 1, 当 z= 二 x 十 iy 时 ,w 可 以 写成 
也 一 2 一 到 一 1 十 2zyi， 
这 时 w(x,y) 二 x 一 yy 一 1] ,v(x,y)=27ry. 
当 z 王 re* 时 ,w 又 可 以 写成 
也 一 天 (cos20 十 isin20) 一 1， 
这 时 P(r,0) 二 rcos20 一 1,Q(r,0)=r?sin20. 
复 变 函数 也 具有 奇偶 性 .周期 性 等 初等 性 质 , 且 其 定义 与 实 变 函数 一 致 . 特别 地 ,由 于 复 
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数 不 能 比较 大 小 , 故 复 变 函数 有 界 指 的 是 其 模 有 界 , 具 体 见 定理 1.4(1). 

几何 图 形 的 直观 性 对 于 研究 实 变 函 数 的 性 质 有 着 重要 意义 .但 想 要 借助 于 同一 个 平面 
或 空间 的 几何 图 形 来 直观 表达 复 变 函数 是 不 可 能 的 ,所 以 我 们 借助 两 张 复 平面 . 其 一 是 用 z 
平面 上 的 点 表示 自 变 量 z 的 值 ,其 二 是 用 ww 平面 上 的 点 表示 函数 ww 的 值 ,而 将 复 变 函数 理 
解 为 这 两 个 复 平 面 上 点 集 之 间 的 对 应 (映射 或 变换 ). 具体 地 说 , 复 变 函数 ww 二 了 f(z) 给 出 了 从 
z 平 面 上 的 点 集 E 到 平面 上 的 点 集 下 的 一 个 对 应 关系 (图 1. 17). 与 点 zEE 对 应 的 点 
思 二 f(z) 称 为 点 z 的 像 点 ,同时 点 = 就 称 为 点 ww 二 f(z) 的 原 像 点 . 要 注意 像 点 的 原 像 点 可 能 
不 只 一 点 .例如 ,对 于 函数 w 二 x, 点 w 二 1 的 原 像 点 是 两 点 z== 土 1. 为 了 方便 ,以 后 不 再 区 
分 函数 .映射 和 变换 . 


》 


w=/ (2) 
一 一 一 


图 1.17 


定义 1.13 如果 对 z 平面 上 点 集 已 的 任 一 点 ,存在 由 平面 上 点 集 正 的 点 ww, 使 得 
ww 三 A(z) , 则 称 w= 二 f(z) 把 巨变 (上 映 ) 入 FF( 简 记 为 f(E)CCF), 或 称 ww== Fz) 是 五 到 下 的 入 
映射 . 

定义 1.14 如 果 f(E)CF, 且 对 下 的 任 一 点 ww, 存 在 EE 的 点 z, 使 得 w= 了 f(z), 则 称 
w= 二 f(z) 把 玉 变 ( 映 ) 成 F( 简 记 为 /(E) 二 FF) ,或 称 包 二 f(z) 是 巨 到 下 的 满 映 射 

定义 1.15 车 w=/(z) 是 点 集 EE 到 下 的 满 映射 , 且 对 下 中 的 每 一 点 w, 在 E 中 有 一 个 
(或 至 少 有 两 个 ) 点 与 之 对 应 , 则 在 上 确定 了 一 个 单 值 (或 多 值 ) 函数 , 记 做 z= 二 /1!(w), 它 
称 为 函数 w=/(z) 的 反 务 数 ,或 称 为 映射 二 f(z) 的 逆 映 射 ;车 == 广 :(w) 也 是 下 到 已 的 
单 值 函数 , 则 称 w= F(z) 是 已 到 下 的 双方 单 值 映 射 或 一 一 映射 

由 反 函 数 的 定义 可 以 看 出 ,对 于 任意 的 wE 下 ,有 

w= f[L f°'(w)], 
且 当 反 函 数 也 是 单 值 函 数 时 ,还 有 
z=f° [f(z)], zEE. 

例 1.16 设 函 数 w 一 对 ,试问 它 把 = 平面 上 的 下 列 曲线 变 成 ww 平面 上 的 何 种 曲线 . 

(1) 以 原点 为 心 ,2 为 半径 ,在 第 一 象限 的 圆 弧 ; 

(2) 倾角 9==x/6 的 直线 ; 
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(3) 双 曲 线 忒 一 y 二 5. 
解 ” 设 = 王 z 十 iy 一 r(cosg 十 ising) ,w= 二 十 iv 一 R(cosg 十 ising), 则 
R=r’,， 9 一 20. 

(1) 当 z 的 模 为 2, 辐 角 由 0 变 至 x/2 时 ,对 应 的 w 的 模 为 4, 辐 角 由 0 变 至 r. 故 在 记 平 
面 上 的 对 应 图 形 是 以 原点 为 心 ,4 为 半径 ,在 w 轴 上 方 的 半圆 周 . 

(2) 在 多 平面 上 对 应 的 图 形 为 射线 g 一 x/3. 

(3) 因 w= 工 一 十 2Xyiy 故 w= 二 7 一 Y= 二 5, 所 以 z 平 面 上 的 双 曲 线 zx? 一 Y= 二 5 在 多 平 
面 上 的 像 为 直线 二 5. 

参见 图 1. 18. 


图 1.18 
二 、 复 变 函数 的 极限 与 连续 性 


定义 1.16 设 函 数 纪 =f(z) 在 点 集 巨 上 有 定义 ,zo 为 五 的 聚 点 .如 果 存 在 一 复数 wo， 
使 得 对 任 给 的 e 汪 0, 存 在 9>0, 只 要 0 二 |z 一 zo | 过 6,xzEE, 就 有 
| f(z) — wo | 一 e， 
则 称 f(z) 沿 EE 在 点 z。 有 极限 ww, 记 做 
lim f(z) = vw,. 
Ce 
极限 lim f(z)=w, 的 几何 意义 是 : 当 变 点 = 进入 ze 的 充分 小 去 心 邻 域 时 ,它们 的 像 点 


0 
《xz 各 E) 


就 落 人 ru 的 一 个 给 定 的 任意 小 的 s 邻 域内 (图 1. 19). 
》. 


w=f (2) 
-一 一 -一 一 


图 1.19 
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上 述 极 限定 义 形 式 上 与 一 元 实 变 函 数 极限 定义 完全 类 似 , 因 此 在 实 变 函 数 中 有 关 极 限 
的 性 质 和 运算 法 则 在 复 变 函数 情形 下 仍然 成 立 , 这 里 就 不 一 一 列举 了 . 
但 要 特别 注意 的 是 ,极限 im Fa) 与 = 趋 于 xu 的 方式 无 关 . 通俗 地 说 ,就 是 指 在 EE 上 ,z 
(ze 加 
可 以 沿 着 从 四 面 八方 通 向 z。 的 任何 路 径 趋 于 zo. 因此 , 复 变 函数 极限 lim f(z) 要 比 一 元 实 
(z€EE) 
变 函 数 极限 lim f(z) 复 杂 得 多 . 
下 述 定理 给 出 了 复 变 函数 的 极限 与 其 实 部 和 虚 部 极限 的 关系 . 
定理 1.2 设 函 数 F(z) 一 x(z,y) 十 io(zy) 于 点 集 瑟 上 有 定义 ,xz 一 zo 十 iyo 为 王 的 聚 
点 , 则 
lim f(z)=y=a 二 多 
ED 
的 充分 必要 条 件 是 
lim wu(lz,y)=a, lim wv(zx,y)=5b. 


(zro +y0) zx, (ro :Yo 
((z,Y EE) ((z1y) EE) 


证 因为 
f(z)—y= ur,y)—atilv(zr,y) — bj] 

所 以 由 不 等 式 (1. 1) 得 

|ulz,y) 一 ia| 扫 | f(z) —7|, (1. 23) 

lzGz,y) 一 引 委 | f(z) 一 7|， 
且 有 
| AFz) 一 引 科 [ulr,y) —al+ |v(zr,y) —5|. (1. 24) 
根据 极限 的 定义 ,由 (1. 23) 式 可 得 必要 性 部 分 的 证 明 , 而 由 (1. 24) 式 可 得 充分 性 部 分 的 
证 明 . 

这 个 定理 告诉 我 们 , 复 变 函数 极限 的 存在 性 等 价 于 其 实 部 和 虐 部 的 两 个 二 元 实 变 函 数 
极限 的 存在 性 , 即 可 把 求 复 变 函数 的 极限 转化 为 求 该 函数 的 实 部 和 虐 部 的 极限 ,也 就 是 求 两 
个 二 元 实 变 函 数 的 极限 ， 

下 面 引 入 复 变 函 数 连 续 性 的 概念 . 

定义 1.17 设 函 数 w=F(z) 在 点 集 下 上 有 定义 ,z 为 瑟 的 聚 点 , 且 zo。E€E. 若 

lim 太一 Co)， 
(zEE) 
即 对 任 给 的 e 汪 0, 存 在 6>>0, 只 要 |z 一 zo | <<6,zEE, 就 有 
| f(z2) — fz) |< es 
则 称 f(Cz) 沿 五 在 点 zo 连续. 
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如 果 函 数 F(z) 在 点 集 瑟 上 各 点 均 连 续 , 则 称 f(z) 在 上 上 连续 . 

根据 上 述 定义 及 定理 1. 2 ,容易 证 明 下 面 的 定理 1. 3. 

定理 1.3 设 函 数 f(z)= 二 w(x,y) 十 iv(zx,y) 在 点 集 E 上 有 定义 9 之 0 EE, 则 f(z) 沿 £ 在 
点 zo 二 zo 十 iyo 连续 的 充分 必要 条 件 是 : 二 元 实 变 函 数 x(z,y),vz(Cz,y) 沿 五 于 点 (zoyyo) 
连续 . 

注 凡 上 下 文明 确 ,今后 在 说 到 极限 .连续 时 , 均 不 必 提 到 “ 沿 什么 集 ”, 极 限 符号 也 可 简 
写 为 lim. 

例 1.17 设 函 数 


试 证 f(z) 在 原点 无 极限 ,从 而 在 原点 不 连续 . 
证 令 zx 一 r(cosb 十 isin0), 则 
Ss , (zzZ)(z— 2Z) 


2 21 r 


Fe 
f(z) 一 曾 
= -二 2rcosb 。2rising = sin20, 
21r 
从 而 
limf (xz) 二 0( 沿 正 实 轴 9 = 二 0)， 
0G=0 


lim f(z) 二 1 ( 沿 第 一 象限 的 平分 角 线 6 一 x/4). 


8=x/4 

故 f(z) 在 原点 无 极限 ,从 而 在 原点 不 连续 . 

特别 情形 (1) 若 点 集 E 为 实 轴 上 的 线段 La,B8], 则 连续 曲线 xz 二 z(t) = 二 zx(2) 十 iy(2) 
就 是 [a,8] 上 的 连续 函数 (事实 上 ,函数 z==z(tf)= 二 x(t) 十 iy(1) 可 以 写 为 z==z(t,0) = 
Zz(t,0) 十 iy(t,0), 即 定义 在 实 轴 的 线段 La,B8] 上 且 因 变量 记 为 的 复 变 函 数 , 由 连续 曲线 
的 定义 知 函 数 z(b ,y(?) 在 线段 La,8] 上 连续 , 故 函 数 z 二 z(z)= 二 zx(2) 十 iy(t) 在 [a,B] 上 连 
续 ); 

(2) 若 点 集 巨 为 闭 域 D, 则 其 上 每 一 点 均 为 其 聚 点 , 故 对 在 D 上 有 定义 的 函数 , 均 可 考 
虑 连续 性 ,不 过 对 于 边界 上 的 点 zo ,zx 一 zo 只 能 沿 D 上 的 点 z 来 取 . 

易 知 ,在 连续 变换 w= 二 f(z) 下,z 平 面 上 的 一 条 连续 曲线 变 成 ww 平面 上 的 一 条 连续 
曲线 . 

例 1.18 设 limf(z) 二 7, 证明: f(z) 在 点 zo 的 某 一 去 心 邻 域 内 是 有 界 的 . 


证 ”因为 imjFz) 一 畴 所 以 对 任 给 的 es>0, 存 在 9>>0, 只 要 0 二 |z 一 z。 | <86, 就 有 


8$4 复 球面 与 无 穷 远 点 


| f(z)—7|<e, 
从 而 有 
| fz) | 一 1 了 <e， | f(z) | 一 17| 十 se. 

故 f(z) 在 点 z 的 去 心 邻 域 N;(zo) 一 {zo} 内 是 有 界 的 . 

例 1.19 设 函 数 f(z) 在 点 mm 连续 , 且 f(z) 关 0, 证 明 : f(z) 在 点 z 的 某 一 邻 域内 恒 不 
为 零 . 

证 因为 f(z) 在 点 z 连续 ,所 以 对 任 给 的 e 汪 >0, 存 在 6>>0, 只 要 |z 一 zo | 过 5, 就 有 

| fz) — f(z0) | e. 


特别 地 , 取 。 一 | 大 名 站 >0, 则 由 上 面 的 不 等 式 得 


fon 1> 60 1-e= fo 一 HE =- Ha) > 0, 


因此 ,f(z) 在 点 zo 的 人 邻 域 Nis(zo) 内 恒 不 为 零 . 

与 实 变 函 数 类 似 , 复 变 连续 函数 的 和 、 差 、. 积 . 商 (分 母 不 为 零 ) 仍 是 连续 函数 ; 复 变 连 续 
函数 的 复合 函数 仍 是 连续 函数 . 在 有 界 闭 集 上 , 复 变 连续 函数 仍 具 有 有 界 性 、 最 值 可 达 性 及 
一 致 连续 性 . 

定理 1.4 在 有 界 闭 集 已 上 连续 的 函数 F(z), 具 有 下 列 三 个 性 质 : 

(1) f(z) 在 EE 上 有 界 , 即 存在 常数 M >0, 使 得 | f(z) | 魏 M (zE€ EE); 

(2) | f(z) | 在 EE 上 有 最 大 值 和 最 小 值 , 即 在 上 存在 两 点 z; 和 zz ,使 得 

[fC2) IF)|, |fCz)|2|f(z))| (EE); 

(3) f(z) 在 EE 上 一 致 连续 , 即 对 任 给 的 e 汪 0, 存 在 8$>0, 使 得 对 瑟 上 满足 | > 一 z | 二 6 

的 任意 两 点 之 1 和 zz , 均 有 
| fCz1)— fz) | <e. 

证 明 留 给 读者 自己 思考 (提示 : | f(z)|==Vw (zyy) 十 如 (zx,y) ;借助 uC(zx,y) 及 v(x,y) 

的 一 致 连续 性 可 推出 /xz)? 的 一 致 连续 性 ). 


$4 复 球面 与 无 穷 远 点 


一 、 复 球面 


前 面 我 们 建立 了 复数 与 复 平面 上 点 的 一 一 对 应 关系 .下 面 借 用 地 图 制图 学 中 的 测 地 投 
影 法 再 建立 复数 与 球面 上 点 的 一 一 对 应 关系 ,以 便 引 进 无 穷 远 点 的 概念 . 

取 一 个 在 原点 O 与 复 平面 相 切 的 球面 ,通过 点 O 作 一 垂直 于 复 平面 的 直线 与 球面 交 于 
点 N ,我 们 把 点 NN 称 为 北极 ,而 把 点 O 称 为 南极 (图 1. 20). 现在 用 直线 段 将 N 与 复 平 面 上 
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一 点 x 相连 ,此 线段 交 球面 于 一 点 P(z) ,这 样 就 建立 起 球面 上 
的 点 (不 包括 北极 N) 与 复 平 面 上 的 点 之 间 的 一 一 对 应 关系 . 
考虑 复 平面 上 一 个 以 原点 为 中 心 的 圆周 C, 在 球面 上 对 应 
的 也 是 -一 个 圆周 . 当 圆周 C 的 半径 越 大 时 ,圆周 卫 就 越 趋 于 
北极 N. 因此 ,北极 N 可 以 看 成 是 与 复 平 面 上 的 一 个 模 为 无 穷 
大 的 假想 点 相对 应 . 这 个 假想 点 称 为 无 穷 远 点 ,并 记 为 co. 复 平 
面 加 上 点 oo 后 称 为 扩充 复 平 面 ,与 它 对 应 的 就 是 整个 球面 , 称 
为 复 球 面 . 简单 地 说 ,扩充 复 平面 的 一 个 几何 模型 就 是 复 球面 . 
关于 新 “ 数 ” co, 作 如 下 几 点 规定 : 


(1) 运算 oo 士 oo, 守 , 广 ,0 加 co 无 意义 ; 


(2) a 关 co 时 ,oo0 土 4 二 a 土 0 二 00, 王 二 00, 生 二 0; 
a Oo 


(3) 6 天 0( 但 可 为 co) 时 ,co "b=b* co 一 co ,二 一 ci 


(4) co 的 实 部 . 虚 部 及 辐 角 都 无 意义 ,| co | 一 十 cei 
(5) 复 平面 上 每 一 条 直线 都 通过 点 co ,同时 ,没有 一 个 半 平 面包 含 点 oo. 


二 . 扩充 复 平 面 上 的 几 个 概念 


(1) 扩充 复 平面 上 ,无 穷 远 点 co 的 邻 域 应 理解 为 以 原点 为 心 的 某 个 圆周 的 外 部 , 即 ce 
的 $ 邻 域 Ne(co) 是 指 满 足 条 件 |z| 1/6 的 点 集 . 同样 , 聚 点 .内 点 和 边界 点 等 概念 均 可 以 推 
广 到 点 ce. 于 是 , 复 平 面 以 ce 为 其 唯一 的 边界 点 ;扩充 复 平 面 以 ce 为 内 点 , 且 它 是 唯一 的 无 
边界 的 区 域 . 

任 一 简单 闭 曲线 C, 将 扩充 复 平 面 分 为 两 个 不 相连 接 的 区 域 , 一 个 是 有 界 区 域 1(C), 另 
一 个 是 无 界 区 域 E(C) ,它们 都 以 C 为 边界 ( 约 当 定理 ). 

(2) 在 扩充 复 平 面 上 , 单 连 通 区 域 的 定义 为 : 设 卫 为 扩充 复 平面 上 的 区 域 , 如 果 区 域 D 
内 任意 一 条 简单 闲 曲 线 的 内 部 或 外 部 (包含 无 穷 远 点 o2) 全 含 于 DD 内 , 则 称 D 为 单 连 通 
区 域 . 

(3) 在 扩充 复 平 面 上 ,函数 的 极限 与 连续 性 概念 也 可 以 推广 . 在 关系 式 

limf(z) = f(x) 

中 ,如 果 zo 及 f(zo) 之 一 或 者 它们 同时 取 oo ,就 称 f(z) 在 点 zo。 是 广义 连续 的 ,极限 就 称 为 广 


义 极限 . 在 广义 的 意义 下 ,极限 和 连续 性 的 “e-6” 语 言 要 作 相 应 修改 . 
例如 ,在 zo 一 o0,f( 吕 ) 关 co 时 ,f(z) 在 点 zo 二 连续 的 “e-8” 语 言 改 为 : 


对 任 给 的 s 盖 0, 存 在 $>>0, 只 要 |z| 二 1/8 时 ,就 有 
| f(z)—f(00) | 一 e. 
注 以 后 涉及 扩充 复 平面 或 扩充 复 平 面 上 的 相关 概念 时 ,一定 要 强调 “扩充 ?二 字 , 凡 是 
没有 强调 的 地 方 , 均 指 通常 的 复 平 面 或 复 平 面 上 的 相关 概念 . 


习 题 一 
1. 求 下 列 复 数 的 实 部 、 虚 部 、 模 与 主 辐 角 ， 
SR 1 十 V3i) (一 2,3); 
(3) V1 十 15 (4) 也 一 4 这 十 L. 
2. 如 果 等 式 -局 池 一 一 1 二 成立, 试 求实 数 z,y 的 值 


3. 设 z 一 V3 +i 一- 所， 试用 指数 形式 表示 zizz 及 
4. 解 二 项 方程 zx; 十 a; 一 0 (ac 盖 0). 
5. 证 明 |z 十 zz|?: 十 |zi 一 zz|: 二 2(|zi|’: 十 |zz|?), 并 说 明 其 几何 意义 . 
6. 设 zx ,zz ,zs 满足 条 件 
2 十 zz 十 za 一 0 及 |z|= |zz|= |z:|= 1, 
证 明 : zi ,zz ,zs 是 内 接 于 单位 圆周 |z| 一 1 的 一 个 正三 角形 的 顶点 . 
7. 下 列 关系 表示 的 点 z 的 轨迹 是 什么 ? 它 是 不 是 区 域 ? 


(1) |z+ti|=|z—i|; (2) |z—1|<=|z+3|; 

(3) |>1, (4) 0<arg(z—1)<T 有 2 和 Rez<3; 
(5) |z|>2 有 |z—3|>1; (6) Imz>1 BL|z|<3; 

(7) |z|<3 且 0<argz<< 工 ; (8) z 一 方 > 地 且 z 一 交 > 

8. 把 函数 f(z) 一 +1 写成 f(z) 二 u(xyy) 十 iv(x,y) 的 形式 . 


|z—i| 
9. 设 函 数 f(z) 二 一 y 十 2y 十 i(2zx 十 2yx), 写 出 f(z) 关 于 xz 的 表达 式 . 
10. 证 明 : z 平 面 上 的 直线 方程 可 以 写成 如 下 形式 ; 

az 十 az 一 C (a 是非 零 复 常数 ,C 是 实 常 数 ). 
11. 证 明 : = 平面 上 的 圆周 方程 可 以 写成 如 下 形式 : 
Azz 十 Bz 十 Bz 十 C=0， 
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其 中 4,C 为 实数 ,6 为 复数 , 且 |8|? 盖 AC， 
12， 试 证 : 复 平 面 上 三 点 a 十 如 0, 一 下 共 直 线 . 


—a 
13. 求 下 列 方程 (zt 是 实 参 数 ) 给 出 的 曲线 : 
(1) z= (1 二 Dt; (2) z=acosttib sint; 


(3) z 一 t 十 闻 ; (4) z 一 十 地 ， 


14. 函数 w 一 二 将 z 平 面 上 的 下 列 曲线 变 成 平面 上 的 什么 曲线 (z= 二 zx 十 iy,w=w 十 io)? 


(1) x 二 y=6; (2) y 一 工 ; 
(3) y 一 1; ~ (4) (zx—1)’ 二 y=1. 
15. 证 明 : (1) 多 项 式 函 数 P(z) 王 ax" 十 az 十 … 十 ao (ao 天 0) 在 zx 平面 上 连续 ; 


(2) 有 理 分 式 函 数 f(z) 一 2 于 十 2 十 汪 十 ae (之 0,b 取 0) 在 z 平 面 上 除 使 分 母 为 


boz” bz" 1 十 … 十 Bb, 

零 的 点 外 都 连续 . 

16. 试 证 : argz (一 r<argz 委 rr) 在 负 实 轴 上 (包括 原点 ) 不 连续 , 除 此 之 外 在 zx 平面 上 处 
处 连续 . 

《 同 理 可 证 argz (0 委 argz<2r) 在 正 实 轴 上 (包括 原点 ) 不 连续 , 除 此 之 外 在 z 平面 上 处 
处 连续 . ) 

17. 试 证 : 函数 F(z) 一 z 在 z 平 面 上 处 处 连续 . 

18. 如 果 函 数 f(z) 在 点 zo。 连续 ,证 明 : f(z), | 7Fz) | 也 在 点 zo。 连续. 

19. 设 函 数 


rxy’ 
ro 此 条 之 六 0， 
0， z 一 0， 


试 证 ; /(z) 在 原点 不 连续 . 
20. 试问: 函数 f(z) 一 了 二 在 单位 圆 |*| <1 内 是 否 连续 ? 是 否 一 致 连续 ? 


才 


。 解析 函数 


复 变 函数 论 的 主要 任务 是 研究 解析 函数 的 性 质 及 其 应 用 . 初 
等 解析 函数 是 复 变 函数 最 基本 、 最 重要 的 实例 ,而 初等 多 值 函 数 又 
是 初等 函数 的 重要 组 成 部 分 ,也 是 复 变 函 数论 中 最 突出 的 难点 之 
一 . 因此 ,研究 初等 解析 函数 的 特殊 性 质 和 如 何 把 初等 多 值 函 数 化 
为 单 值 函 数 是 应 用 复 变 函数 论 解 决 实际 问题 的 重要 基础 . 


1 解析 函数 的 概念 


一 、 导 数 与 微分 


类 似 于 实 变 函 数 , 我 们 也 可 以 定义 复 变 函 数 的 导数 和 微分 . 
定义 2.1 设 函 数 多 ==f(z) 在 点 zo 的 某 一 邻 域内 有 定义 . 在 此 邻 域 
内 任 取 一 点 zo 十 Az (Az 关 0) ,考虑 比值 
_ f(z)— f(zo) _ f(zo Az)— f(zo) 


和 2Z 一 20 Az 


若 极限 lim 人 lim 站 号 二 大 9 存在 , 且 其 值 有 限 , 则 称 此 极限 为 函数 


f(z) 在 点 Zo 的 导数 ,并 记 为 六 (zo ) , 即 
Aw fT fz0) (2.1) 


f (zo)= lim 2 = lim 


zz0 oe 
这 时 称 函 数 f(z) 在 点 xz。 可 导 . 
(2. 1) 式 可 改写 为 
Aw = f (zo)Azto(Az) (Az 一 0)， (2. 2) 


其 中 o(Az) 记 为 变量 7 时 应 满足 lim jE 二 0. 当 (2.2) 式 成 立时 ， 


称 f(zo)Az 为 函数 名 一 f(z) 在 点 ze 的 微分 , 记 为 dw |.-。 或 df |.-。， 
此 时 也 称 f(z) 在 点 zo 可 微 . 
函数 w 一 jz) 在 一 点 的 导数 或 微分 可 推广 到 平面 点 集 上 ,此 时 就 确 
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定 了 导 函 数 和 函数 的 微分 : 


TU 


广 (一 屯 ， dw= f° (z)dz. 


同一 元 实 变 函数 一 样 ,函数 f(z) 可 导 和 可 微 是 等 价 的 ;函数 f(z) 在 一 点 可 导 ( 或 可 微 ) 
则 在 该 点 必 连 续 , 反 之 未 然 . 

由 于 (2. 1),(2. 2) 两 式 及 复 变 函数 极限 运算 法 则 与 一 元 实 变 函 数 中 的 形式 相同 ,因此 一 
元 实 变 函 数 中 有 关 求 导 的 基本 法 则 和 公式 以 及 高 阶 导数 的 定义 可 以 形式 不 变 地 推广 到 复 变 
函数 中 来 . 特别 地 ,还 有 一 些 定理 或 结论 也 可 推广 到 复 变 函数 中 来 ,如 

(1) 函数 f(z) 在 区 域 D 内 为 常数 的 充分 必要 条 件 是 在 D 内 六 (=) 一 0; 

(2) limf(z) 二 a 的 充分 必要 条 件 是 f(z) 二 a 十 7, 其 中 limy 一 0， 

例 2.1 证 明 : 函数 ww 二 f(z) 一 zz 在 z 平 面 上 处 处 不 可 微 . 


证 ”对 于 = 平面 上 的 任意 点 = ,考虑 人 一 后 处 一 全 . 当 Az 取 实数 趋 于 零 时 ,其 极 


限 为 1; 当 Az 取 纯 虚数 趋 于 零 时 ,其 极限 为 一 1. 因此 lim22 不 存在 , 即 w= 了 f(z)==z 在 z 平 
面 上 处 处 不 可 微 . 
二 、 解析 兵 数 


定义 2. 2 如 果 函 数 w=f(z) 在 区 域 D 内 每 一 点 都 可 微 , 则 称 f(z) 为 区 域 D 内 的 解 
析 函 数 ,或 称 f(z) 在 区 域 D 内 解析 . 

区 域 D 内 的 解析 函数 也 称 为 区 域 D 内 的 全 纯 函 数 或 正则 函数 

注 为 了 叙述 上 语言 的 简捷 ,我 们 常用 以 下 说 法 ， 

(1) “函数 f(z) 在 一 点 z 解析 ”, 其 含义 是 f(z) 在 点 z 的 某 一 邻 域内 解析 ; 

(2) “函数 f(z) 在 闭 域 万 上 解析 ”, 其 含义 是 f(z) 在 某 一 包含 闭 域 万 的 区 域内 解析 ; 

(3) “函数 f(x) 在 曲线 上 解析 ”, 其 含义 是 f(z) 在 某 一 包含 曲线 工 的 区 域内 解析 . 

定义 2.3 车 函数 f(z) 在 点 zo 不 解析 ,但 在 z。 的 任 一 邻 域内 总 有 f(z) 的 解析 点 , 则 
称 z 为 函数 (=) 的 奇 点 . 

例如 ,函数 ww 一 过 在 z 平面 上 以 z 一 0 为 奇 点 ,函数 ww 一 z 在 z 平面 上 无 奇 点 . 


根据 求 导 法 则 ,对 于 解析 函数 有 如 下 运算 法 则 : 
(1) 如 果 函 数 fi (z) ,f(z) 在 区 域 D 内 解析 , 则 其 和 、 差 . 积 . 商 (分 母 在 D 内 不 为 零 ) 
在 DD 内 解析 , 且 有 
[LA Cz) 士 户 (z)] = fi(z)+ fi(z), 
LA Cz)f2 C2)] = fi (2)f2 Cz) fi C2) fi 2), 
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Bed [fo Co) FE (2(z) 天 0). 


(2) 设 函 数 5 一 gE(z) 在 区 域 也 内 解析 ,w= 帮 5 在 区 域 C 内 解析 , 且 当 zED 时 ,wwEC， 
则 w=fLg(z)j 在 D 内 解析 , 且 有 


dflg(z)]_ df(t) dg(z) 
dz dt dz ° 


(3) 车 函数 wr 一 f(z) 的 反 西数 存在 , 则 [f(z)] 一; 〈 太 (天 0) 


这 些 结果 的 证 明 与 一 元 实 变 函 数 的 相应 结果 完全 类 似 
下 面 给 出 几 个 常见 函数 求 导数 的 例子 . 
例 2.2 函数 f(z) 一 z”(n 为 正 整数 ) 在 = 平面 上 解析 , 且 < 芝 一 zz. 


例 2.3 多 项 式 函 数 P(z) 一 aoz" 十 a1z”! 十 … 十 a (ao 天 0) 在 = 平面 上 解析 , 且 有 
P’(z) = naoz” 十 (一 1)alz2 2 十 十 20 zx 十 ai; 
同样 P"(z) 在 = 平面 上 解析 , 且 有 
P(z) = [P’(z)] = n(n—1)az 二 (nm1)((nm2)ar 二 .十 2a, 2; 
以 此 类 推 , 有 
了 (z)=aon!. 
例 2.4 复 平面 上 ,任何 有 理 函 数 ( 即 两 个 多 项 式 函 数 的 商 ) 在 除去 分 母 为 零 的 点 外 是 解 
析 的 , 即 分 母 的 根 都 是 它 的 奇 点 . 
例 2.5 对 于 实 变 复 值 函数 z(t) 一 z(t) 十 iy(t) (1€E[a,B]) ,根据 导数 公式 求 得 
z(t)=x (1)+iy(t) (ELa,B)). 


三 、 柯 西 - 歼 曼 方程 


虽然 复 变 函数 的 导数 及 其 运算 法 则 与 一 元 实 变 函 数 几 乎 相同 ,但 实质 上 两 者 之 间 有 很 
大 差别 , 复 变 函数 的 导数 与 微分 要 复杂 得 多 . 设 在 区 域 D 内 给 定 二 元 实 变 函数 wx(z,y)， 
v(xz,y), 则 在 DD 内 可 了 唯一 确定 复 变 函数 

f(z)= u(rz,y)+ iv(zr,y). 

一 般 说 来 ,如 果 u(z,y) ,v(xz,y) 相 互 独立 ,即使 它们 各 自 可 微 ,也 不 能 确定 f(z) 可 微 . 例如 ， 
疯 数 w 二 z 二 zx 一 iy 在 z 平面 上 处 处 连续 ,u 一 x,v= 一 y 对 zy 的 偏 导数 均 存在 且 连 续 , 但 由 
例 2.1 知 ,w=z 在 z 平 面 上 处 处 不 可 微 . 因此 我 们 想到 ,如 果 f(z) 可 微 , 实 部 u(xz,y) 与 虚 
部 v(xz,y) 一 定 不 是 相互 独立 的 ,而 是 满足 某 种 特殊 的 关系 . 那么 要 使 复 变 函数 在 一 点 可 微 ， 
它 的 实 部 与 虚 部 应 该 满足 怎样 的 条 件 呢 ?下 面 的 定理 给 出 了 回答 . 

定理 2.1 请 数 f(z) 二 u(x,y) 十 iv(x,y) 在 区 域 D 内 的 点 zx 一 z 十 iy 处 可 微 的 充分 必 


信 
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要 条 件 是 : 在 点 (z,y), 函 数 x(z,y) 及 ww(zyy) 可 微 并 且 满 足 


此 时 有 


ax i32 Oy Oy 9z By Oy az 
证 必要 性 设 f(z) 在 点 z= 二 zx 十 iy 可 微 , 则 有 
Af = f(z0)Az + olAz), 
其 中 oC(Az) 二 十 i 有] 如 0, 到 0 (Az—0). 
令 (zo) 二 a 十 iB, 则 有 
Af= (a 二 i (Az 二 iAy) 二 nn 二 im 
= (aAz ~— BAy) 十 iCAz 十 acAy) 十 六 十 iP， 


即 Au=aAT—BAy+TWhn， Av 一 pAz 十 acAy 十 思 . 

由 二 元 实 函 数 可 微 的 定义 知 ,x(z,y) 及 ww(z,y) 在 点 (z,y) 可 微 , 且 
Po, Pp 9 
ox ® Dy” Oy ar’ 


即 (2. 3) 式 成 立 . 
充分 性 由 于 x(z,y) 及 (zy) 在 点 (zy) 可 微 ,' 有 


Au = 鱼 Az 十 色 Ay 十 oO 二 0Ay7)， 
ox Oy 


Av = Ar+ Ay + or) Fy’), 
Ox Oy 


再 由 (2. 3) 式 有 
Af= AutiAv 


_ /ui A A 
一 ( 匡 十 中 )CAz 十 iay) 十 of CAz) 干 (Ay)5) ， 


因此 lim 人 一 至 十 22 存在 , 即 f(z) 在 点 z 可 导 . 


由 (2. 3) 式 容易 得 出 


条 件 (2. 3) 一 般 称 为 柯 西 - 黎 破 方程 (简称 C-R 方程 ). 


根据 判断 二 元 实 变 函 数 可 微 的 充分 条 件 , 即 偏 导 连 续 , 可 以 立即 得 到 下 面 的 推论 . 


(2. 3) 


(2. 4) 


推论 1 函数 f(z) 二 w(x,y) 十 iv(z,y) 在 区 域 D 内 的 点 z= 二 zr 十 iy 处 可 微 的 充分 条 件 
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是 : xyzyosyuy 在 点 (zy) 连 续 , 并 且 w(xz,y) 及 v(xz,y) 在 点 (xz,y) 满 足 C-R 方程 . 

推论 2 函数 f(z) 二 wu(z,y) 十 iv(z,y) 在 区 域 D 内 解析 的 充分 条 件 是 : ws ,uy ,vs ,v0 
在 D 内 连续 ,并 且 wu(z,y) 及 v(xzx,y) 在 DD 内 满足 C-R 方程 . 

由 解析 函数 的 定义 及 定理 2. 1 ,我 们 可 以 得 到 一 个 判断 函数 在 区 域 卫 内 解析 的 充分 必 
要 条 件 . 

定理 2.2 函数 F(z)=xz(z,y) 十 ip(z,y) 在 区 域 DD 内 解析 的 充分 必要 条 件 是 : wu(z,y) 
及 vl(z,y) 在 D 内 可 微 并 且 在 D 内 满足 C-R 方程 . 

既然 解析 函数 是 复 变 函数 论 的 主要 研究 对 象 ,那么 判断 函数 的 可 微 性 及 解析 性 就 是 一 
个 基本 问题 . 由 以 上 的 定义 及 定理 可 以 看 出 ,我 们 先 根 据 定理 2. 1 的 推论 1 求 出 函数 的 可 微 
点 集 ,进而 看 这 个 可 微 点 集 是 否 为 区 域 即 可 判断 出 函数 的 解析 性 . 

例 2.6 讨论 函数 F(z)=z 的 解析 性 . 

解 由 f(z) 一 二 x 一 iy, 知 

& 一 工 v=—y, u=l1l, u,=0, v=0, wv,=—1. 

四 个 偏 导 数 wu, ,wu, ,v;,v, 在 z 平面 上 处 处 连续 ,但 不 满足 C-R 方程 , 故 f(z)==z 在 z 平面 上 
处 处 不 可 微 ,从 而 在 z 平 面 上 处 处 不 解析 . 

例 2.7 讨论 函数 f(x) 二 zx’ 一 iy 的 解析 性 . 

解 这 里 w= 二 =z,v 二 一 y,w 一 27 ,Uy 二 0,v, 二 0,v, 二 一 1, 四 个 偏 导数 ,uy,v,,v, 在 > 
平面 上 处 处 连续 ,但 欲 满足 C-R 方程 

Ou_9v Qu__9v 


az 3y”ay ar 
只 要 2z 王 一 1, 即 z 一 一 1/2, 因 此 =) 一 一 一 iy 只 在 直线 x 二 一 1/2 上 可 微 , 从 而 在 = 平面 
上 处 处 不 解析 . 
例 2.8 试 证 : 函数 F(z) 王 er(cosy 十 isiny) 在 z 平面 上 解析 , 且 f(z)== 了 f(z). 
证 ”这 里 x 一 ercosy,v 一 ersiny, 而 
Uz 一 ercosy， u, 一 一 esiny， vw; 一 ersiny， wv, 一 ercosy。 


这 四 个 偏 导数 在 z 平面 上 处 处 连续 , 且 满 足 C-R 方程 , 故 f(z) 在 z 平面 上 解析 ,并 且 
f(z) = 六 二 i 多 = ercosy 十 iersiny = f(z). 


8 2 初等 解析 函数 


和 数学 分 析 中 一 样 ,复数 域 上 的 初等 函数 也 是 由 一 些 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 四 则 运 
算 或 复合 而 来 的 .上 一 节 中 我 们 已 经 指出 了 复数 域 中 的 多 项 式 函 数 和 有 理 函 数 的 解析 性 , 现 
在 要 把 数学 分 析 中 常用 的 其 他 一 些 初 等 函数 推广 到 复数 域 上 来 ,并 研究 它们 具有 的 一 些 新 
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的 性 质 . 特别 地 ,推广 之 后 复 的 初等 函数 中 有 单 值 和 多 值 的 情况 . 这 一 节 主 要 讨论 复数 域 上 
初等 单 值 函数 的 解析 性 和 映射 性 质 . 

定义 2.4 设 函数 f(z) 在 区 域 D 内 有 定义 . 如 果 对 于 DD 内 任意 不 同 两 点 zl 和 zs, 当 
2 天 zz 时 ,f(zi) 关 f(zz) ,那么 称 f(z) 在 D 内 是 单 叶 的 ,或 称 f(z) 是 D 内 的 单 叶 函数 ,其 
中 品 称 为 f(z) 的 单 叶 性 区 域 . 

显然 , 设 G==A(D), 则 单 叶 函 数 ww 二 f(z) 是 区 域 D 到 区 域 G 的 一 个 一 一 映射 . 


一 、 等 困 数 


对 于 宕 函数 
w=z” (EN+ )， 

已 知 其 在 整个 < 平面 上 解析 , 且 (z*) ==nz”!. 下 面 重点 研究 一 下 它 的 映射 性 质 ,特别 是 单 叶 
性 区 域 的 像 . 

根据 定义 2.4, 如 果品 为 f(z) 的 单 叶 性 区 域 , 则 对 于 D 内 任意 不 同 的 两 点 zx 和 zz ,都 
不 能 满足 条 件 

f(z1)= f(z2) (zl 天 zz)， (2. 5) 

那么 我 们 只 要 找 出 满足 条 件 (2. 5) 的 等 价 条 件 ,再 否定 等 价 条 件 ,就 可 找到 不 满足 条 件 (2. 5) 
的 区 域 , 即 f(z) 的 单 叶 性 区 域 . 

设 zi ,zz EC,zi 了 zz ,但 zi 二 避 . 不妨 设 z1 隆 0,zz 关 0, 有 x1 二 rie% ,zz 一 rze% , 则 有 


rie”™ 一 好 el > | 
10 一 10 =—=2kx, EEZ,RkA0 


| > | se | zz| » 
<> ,2x 
pe kEZ,kAO. 
不 满足 |zi| = |z;| 自 argzi 一 argzz 二 上 2 的 区 域 有 很 多 ,我 们 列举 两 组 常用 区 域 : 
(1) D,; Srarge< sh Ds 
特别 地 ,有 


9 k=0,1,2,.…,n—1. 


D,: 0<argz< Au. 


(2) D’, Ch rargec Sr, k=0,1,2,. nl. 


特别 地 ,有 
Di: 一 工 一 argz< 工 . 
n 72 
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显然 , 单 叶 性 区 域 的 子 区 域 仍 是 单 叶 性 区 域 . 

令 w= 二 pe?,z 二 re , 则 w= 二 x” 即 oe 一 天 e" ,从 而 有 po 一 普 ,p 一 20 (事实 上 p 一 20 十 24r， 
而 映射 性 质 是 几何 性 质 , 故 不 妨 取 k=0), 即 |w| 二 |z|",argw 一 nargz (只 考虑 主 辐 角 的 关 
系 ). 由 此 我 们 给 出 几 个 在 对 应 法 则 w= 二 zx" 下 的 常见 映射 (变换 ) : 

(1) |z|=r 一 |w| 二 rm”". (圆周 一 圆周 ) 

(2) argz 二 0 一 argw 一 nO。. 〈 射 线 一 射线 ) 


(3) D,: Zr arge< sh 一 G: 0<argw<2x, &=0,1,.…,n—1; 


D;: (Drarg< FT Ds — GG: —x<argw<x, k=0,1,.…,n—1. 


特别 地 ,有 
D,: 0<argz< 和 2 一 G: 0<argrv<<2r; 


D,: 一 了 <argz< 记 一 G’;: —x<argw<x. 
(4) 0<argz<a< A 一 0<argw<na. 


二 、 指数 函数 


定义 2.5 对 于 任意 复数 z==x 十 iy, 称 @*= 二 e+? 二 er (cosy 十 isiny ) 为 指数 函数 . 

注意 , 当 z 一 x (y 二 0) 时 ,e’ 二 e 之 0, 此 时 e 就 是 实 变 函 数 ; 当 z=iy (zx 二 0) 时 ,eY 二 
cosy 十 isiny, 它 是 欧 拉 公式 ,因此 指数 函数 可 看 做 网 拉 公式 的 推广 . 

指数 函数 具有 下 列 性 质 : 

(1) 设 zx 一 z 二 iy, 则 |e*| = 一 er>0，e* 尖 0. 

(2) 设 zx 一 z 十 iy, 则 arge* 一 y (这 里 arge* 指 e* 的 一 个 确定 的 辐 角 ,未 必 是 主 辐 角 ). 

(3) 解析 性 : e* 在 > 平面 上 解析 , 且 (e*) 二 e*( 见 例 2. 8). 

(4) 加 法 定理 : en 一 em。e* (由 指数 函数 的 定义 及 乘法 运算 法 则 知 ). 

(5) 周期 性 :。 是 以 2kxi 为 周期 的 周期 函数 ,其 中 & 为 非 零 整 数 . 

事实 上 ,ef 曙 一 er。ez 拉 一 er (cos24r 十 isin2&xr) 一 er ，ezsta 一 ]. 

(6) lime* 不 存在 , 即 e” 无 意义 . 

事实 上 , 当 = 分别 沿 实 轴 正 向 和 负 向 趋 于 点 oo 时 极限 值 不 相等 . 

下 面 我 们 研究 指数 函数 的 映射 性 质 , 首 先 求 单 叶 性 区 域 . 

对 任意 的 zi ,zz EC,zi 闫 zz, 令 宣王 Xi 十 iyi ,zz 二 Xz 十 iyz (zi 天 za 或 yi 闫 y2), 则 


ezl 一 ez , 即 ezi+io @T2 tiyz 
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e" 一 er2， 
一 人 = y+ 2krx, AGEZ,R 尖 0 
一 他 2 (2.6) 
yi 一 风 一 28r，REZ,R 天 0. 
否定 条 件 (2. 6) 得 出 两 组 常见 的 单 叶 性 区 域 : 
(1) Di: 2kr<<Imz<2(R 十 1 )r，& 一 0, 土 1，…- 
特别 地 ,有 
Do : 0 和 Imz<<2r. 
(2) Di: (284 一 1)r<<Imz<< (2 十 1)r，& 一 0， 士 1,…. 
特别 地 ,有 
Di, : —x<Imz<x. 
我 们 再 给 出 几 个 在 对 应 法 则 w 王 e 下 的 常见 映射 (变换 ) : 
(1) z 一 zo 一 | 也 | 一 em (直线 一 圆周 ) 
(2) y 二 yo 一 argw 二 yo.。 (直线 一 射线 ) 
(3) D,: 2kx<Imz<2(k+1)rxr — G: 0<argw<2x, k=0,+tl1,…; 
Di: (2k—1)x<Imz< (2 十 1)r > GG: —x<argw<x, 有一 0, 士 1]，…， 
特别 地 ,有 
Do : 0<Imz<2r 一 C: 0<argw<2x, 
Ds: 一 r<Imz<r ~ G’: 一 r<argr<<r. 


三 、 三 角 函 数 
由 指数 函数 的 定义 ,有 
ep 一 cosy 十 isiny， e > 一 cosy 一 isiny， 
联 立 可 以 解 出 
Se : 二 加 生生 
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车 将 上 两 式 中 的 y 换 为 z, 由 指数 函数 的 定义 知 其 左 . 右 两 端 仍 均 有 意义 . 为 此 可 引入 如 下 定 
定义 2.6 规定 sinz 一 3 ,cosz 一 全 十 e ,并 分 别称 它们 为 = 的 正弦 函数 和 余弦 
函数 . 


正弦 函数 和 余弦 函数 具有 如 下 性 质 : 
(1) 解析 性 : 在 < 平面 上 解析 , 且 (sinz) 二 cosz, (cosz) 一 一 sinz. 
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(2) 奇偶 性 : sinz 是 奇 函 数 ,cosz 是 偶 函 数 . 

(3) 三 角 恒 等 式 : sin2z 十 cos2z 一 1,sin(zi 十 zz) 一 sinzlcoszs 十 coszisinzs ,等 等 . 
(4) 周期 性 : 以 2kx 为 周期 ,其 中 为 非 零 整数 . 

(5) 零点 : sinz 的 零点 ( 即 sinz 二 0 的 根 ) 为 z= 二 nx,n 二 0, 士 1 ,…; 


cosz 的 零点 为 = 一 (n 十 去 rn 一 0, 土 1，*… 
(6) 无 界 性 : 复数 域内 不 能 断言 | sinz| 委 1, | cosz| 委 1. 
例如 ,车 取 z 一 iy (y 之 0), 则 cos(iy) 一 < > 儿 , 只 要 y 充分 大 ,cos(iy) 就 可 以 大 于 


任意 给 定 的 正 数 . 
定义 2.7 规定 
sinz COSZ 


1 
tanz = » COtz 一 一 ， Secz 一 » CScz 一 一 一 
COSZ SI 之 COSZ 


并 分 别称 它们 为 = 的 正切 函数 、 余 切 函数 、. 正 割 画 数 及 余 割 函数 ， 
正切 函数 . 余 切 函 数 . 正 割 函数 及 余 割 函数 都 在 z 平面 上 分 母 不 为 零 处 解析 , 且 有 


(tanz)’ 一 sec’z, (cotz)’ 一 一 csczz， 
(secz)’ = secz。tanz， (cscz)’ 一 一 cscz。cotz. 
正切 函数 及 余 切 函 数 的 周期 为 er, 正 割 函 数 及 余 割 函数 的 周期 为 2&r, 其 中 & 为 非 零 
整数 . 
定义 2.8 规定 
sinhz 一 于 7 ， coshz 一 和 5 
_ sinhz ee 
tanhz = pe cothz ws Es 
1 
sechz = ep cschz = spz? 
并 分 别称 它们 为 z 的 双 曲 正弦 函数 . 双 曲 余弦 函数 . 双 曲 正切 函数 、 双 曲 余 切 函 数 . 双 曲 正 割 
函数 及 双 曲 余 割 函数 . 


显然 定义 2. 6 ,定义 2.7, 定 义 2. 8 都 是 在 指数 函数 基础 上 定义 的 ,它们 的 性 质 . 运 算 都 
可 以 由 指数 函数 得 出 . 
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初等 多 值 函数 是 复 变 函 数论 中 初等 函数 部 分 的 一 个 重要 内 容 , 但 它 的 解析 性 研究 起 来 
比较 复杂 ,原因 是 解析 性 是 以 极限 、 连 续 、 可 微 为 基础 定义 并 研究 的 ,而 这 些 概念 都 是 对 单 值 
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函数 来 说 的 ,对 于 多 值 函 数 就 无 法 在 原来 意义 下 研究 它 的 解析 性 . 因此 初等 多 值 函数 也 是 复 
变 函 数论 内 容 的 难点 之 一 . 我 们 研究 多 值 函 数 最 根本 的 方法 就 是 把 多 值 函 数 化 为 单 值 函数 
来 研究 , 即 在 特定 的 区 域内 把 多 值 函数 分 解 为 单 值 分 支 ,再 研究 其 解析 性 及 映射 性 质 . 

这 一 节 我 们 先 针对 比较 简单 的 基本 初等 多 值 函数 应 用 限制 辐 角 的 方法 研究 其 分 解 问 
题 ,进而 研究 其 性 质 . 


一 、 根 式 函 数 
定义 2.9 设 z 关 0, 满 足 等 式 w"= 二 z (n 是 大 于 1 的 整数 ) 的 w 称 为 z 的 根 式 函 数 , 记 做 
w=Vz. 
令 w= 二 pe?, z 二 rex, 则 po 一 六 ,9— 2 于 是 
w= =V|z| er |z| EE, k=0,1,.,n—1. (2.7) 
可 见 ,w 一 yz 是 定义 在 C 一 (0} 上 的 =” 值 函数 ,多 值 性 是 由 辐 角 Argz 一 argz 十 2kr 的 多 值 性 
引起 的 . 我 们 也 可 规定 z=0 时 w==0, 此 时 w= 二 Vz 是 定义 在 C 上 的 . 


1. 根 式 函 数 的 单 值 分 支 
如 果 限 制 主 辐 角 , 令 0 委 argz<2r (或 一 r<<argz 委 rx) , 则 对 于 一 个 固定 的 有 (==0， 
1,…,n 一 1) ,所 对 应 的 阻 数 


ia He 


= (yz); = 
是 C 一 {0) 上 的 单 值 函数 , 称 其 为 ee 的 一 个 单 值 分 支 , 其 中 
w ~ GE) VETes 


称 为 w= 二 Yz 的 主 值 支 或 主 支 . 


2. 单 值 分 支 的 解析 性 
前 面 提 到 解析 性 是 对 单 值 函数 而 言 的 ,对 于 多 值 函数 就 无 法 在 原来 的 意义 下 研究 它 的 


解析 性 ,但 多 值 函 数 zw 一 次 的 每 一 个 分 支 w, 二 (5), 一 Vz|e 一 在 C 一 {0} 上 都 是 单 什 
的 ,所 以 可 以 研究 这 些 单 值 分 支 的 解析 性 . 由 习题 一 第 16 题 知 argz (0 妇 argz<<2x) 在 正 实 轴 
上 (包括 原点 ) 不 连续 ,所 以 C 一 (0} 不 可 能 是 wi 的 解析 区 域 . 为 此 ,我 们 把 = 平面 从 原点 起 
沿 着 正 实 轴 划 开 得 到 一 个 区 域 D: 0<argz<<2r, 区 域 D 的 边界 是 原点 和 正 实 轴 ( 这 里 的 正 
实 轴 看 成 由 上 、 下 两 沿 组 成 ). 显然 在 区 域 D 内 ,限制 了 主 辐 角 0<argz<<2x, 此 时 单 值 分 支 


= (RK), =V ze (0<argz <2r; k=0,1,,n—1) 
在 区 域 D 内 连续 ,并 且 根 据 习 题 二 第 7 题 极 坐标 下 判断 函数 可 微 的 充分 条 件 , 可 证 wi 在 DD 
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内 解析 , 且 有 
一 we) 


党 nz 
车 把 z 平 面 从 原点 起 沿 着 负 实 轴 割 开 得 到 一 个 区 域 D': 一 x 过 argz 过 x, 同 理 可 证 zw 
( 作 限 制 一 xzr<argz<<r) 在 万 ' 内 也 解析 . 
我 们 称 区 域 DC(D') 为 w=Yz 的 单 值 解析 区 域 或 可 单 值 分 支 区 域 ,包括 原点 的 正 实 轴 
( 负 实 轴 ) 称 为 w= 二 Yz 的 支 割 线 ( 支 割 线 的 定义 在 后 面 的 内 容 中 还 要 具体 给 出 ). 
3， 映射 性 质 


上 一 节 我 们 研究 了 宕 函数 > 一 zw 的 单 叶 性 区 域 及 其 像 , 它 的 一 组 单 叶 性 区 域 是 


Ga SD a 


且 将 G 映射 为 也: 0<argz<<2r. 故 z= 二 w" 的 反 函 数 名 二 Vz 的 各 个 分 支 wi 将 D 相应 地 映 
射 为 Gi. 特别 地 , 主 支 wo 二 Vz|e* 把 DD: 0<arg<<2x 映射 为 Go: 0<argw< au. 一 般 地 ， 


wo 把 角形 域 D*: 0 二 argz 二 0 二 27 映射 为 角形 域 G*: 0 二 argw < 外 (图 2. 1) 


2.1 


在 实际 问题 中 ,往往 需要 由 函数 w=Yz 在 某 一 点 的 一 个 初始 值 (简称 初 值 ) 确 定 出 其 所 
在 分 支 ,再 求 这 一 分 支 上 另 一 点 的 函数 值 . 

例 2.9 设 函 数 w=Wz 定义 在 从 原点 起 沿 正 实 轴 宙 开 的 z 平面 内 , 求 当 z= 一 i 时 取 值 
为 i 的 这 一 分 支 在 点 z= 二 1 十 i 的 值 . 

解 由 


w= J = (0<argz < 2r; k= 0,1,2). 
十 2 


区 
7 en ee 


可 求 出 k 二 0, 故 
wo 一 ze 至 . 
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又 因为 |1 十 i| 一 V2,arg(1 十 D 一 于 ,所 以 所 求 的 值 为 
wo (1+i) =V|I+i|e = Ze. 
二 、 对 数 函 数 
定义 2.10 设 z 关 0, 满 足 方程 e”==z 的 w 称 为 zx 的 对 数 函 数 , 记 做 思 ==Lnz. 


设 w=u 十 iv,z 二 re”* ,由 ee 一 z， 即 es 一 re ,有 
e 一 r，1， 一 0 十 2kr， 
故 w= 二 lnr= 二 ln|z| ,o 一 0 十 24x 一 Argz 一 argz 十 2&r. 于 是 有 
w= Lnz = ln|z|+iArgz = ln|z|+i(argz++2kx),， 上 二 0, 十 1,*……. 
可 见 ,w 一 Lnz 是 定义 在 C 一 {10} 上 的 无 穷 多 值 函数 ,其 多 值 性 也 是 由 辐 角 Argz 二 argz 十 2kx 
的 多 值 性 引起 的 . 


1. 对 数 函 数 的 单 值 分 支 

与 根 式 函 数 一 样 ,如 果 限 制 主 辐 角 , 令 0 和 argz<2r (或 一 r<argz 委 x), 则 对 于 一 个 国 
定 的 有 (4 一 0, 士 1,…) ,所 对 应 的 函数 

wi 一 (Lnz) = ln|z|+iArgz = ln|z|+i(argz++ 2kx) 
是 C 一 (10) 上 的 单 值 函 数 , 称 其 为 ww 二 Lnz 的 一 个 单 值 分 支 ,其 中 
wo = (Lnz)o = In|z| 二 iargz (0 委 argz<2r (或 一 x 过 argz 志 7)) 

称 为 w= 二 Lnz 的 主 值 支 或 主 支 , 记 做 Inz. 有 时 也 把 Lnz 的 某 一 单 值 分 支 记 为 lnz. 

例 2.10 求 下 列 复 对 数值 : 

(1) Lna (a>0); (2) Lna (a<<0)， 

解 (1) 因 a>>0,|a|==a,arga 二 0, 故 

Lna = lna 2krxi, 有 一 0, 士 1,…. 
特别 地 ,有 
Lnl = lnl + 2kxi = 2kxi, 有 三 0, 士 1,…. 
(2) 因 a<0,|a|= 一 a,arga 二 x, 故 
Lna = ljn( 一 a) 十 (24 十 1)ri， 有 一 0, 士 1,…. 
特别 地 ,有 
Ln( 一 1) 三 lnl 十 (2 十 1)ri 一 (2 十 1)ri， 有 一 0, 士 1 

由 此 例 可 见 ,在 实数 域 上 “负数 无 对 数 ” 的 说 法 在 复数 域内 不 再 成 立 , 且 正 、 负 实数 的 对 
数 均 是 无 穷 多 值 的 . | 

根据 指数 函数 的 加 法 定理 和 对 数 恒等式 ,可 推导 出 形式 与 实数 域 中 相同 的 运算 性 质 ， 
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Ln(zizz)= Lnzi + Lnz,, 


(zl 之 天 0,co). 
Ln 2 = Lnz, 一 Lnzs i 
之 2 


其 证 明 与 实数 域 中 相应 性 质 的 证 明 类 似 , 故 略 去 . 


2. 单 值 分 支 的 解析 性 
同根 式 函数 ww 一 yz 的 讨论 一 样 ,我 们 把 = 平面 从 原点 起 沿 着 正 实 轴 制 开 得 到 一 个 区 域 
DD; 0<argz<<2r. 在 区 域 D 内，, 单 值 分 支 
w= (Lnz),=ln|z|iArgz=ln|z| 二 i(argz+T2kx) (0<argz<2x; 有 一 0, 十 1) 
在 区 域 D 内 连续 ,并 且 可 证 w 在 D 内 解析 , 且 有 


0 


dz 


之 


3. 了 映射 性 质 
我 们 已 知 指数 函数 > 一 人 的 一 组 单 叶 性 区 域 是 
Gi: 2kr < Imnw<2(8 十 1)r，R 一 0, 士 1 
且 它 将 G4 映射 为 DD: 0<argz<2r. 反 之 ,z 一 e* 的 反 卫 数 w 二 Lnz 的 各 个 分 支 wi 将 DD 相应 
地 映射 为 Gi. 特别 地 , 主 支 ww 一 lnz 王 In|z| 十 iargz 把 角形 域 DD: 0 二 argz 二 2x 映射 为 带 形 
域 Go: 0 和 Imw<2x (图 2. 2). 一般 地 , 主 支 wo 把 角形 域 D"; 0<argz<P<2x 映射 为 带 形 
域 G*; 0 二 Imw<=h. 


三 、 一 般 窒 函数 与 一 般 指数 函数 


定义 2.11 设 z 了 0,a 是 复 常数 , 称 w 二 zx* 二 er"™ 为 z 的 一 般 守 函数 . 
此 定义 是 由 实数 域 中 对 数 恒等式 推广 而 来 . 由 定义 有 
w= za 一 eeLnz 一 es[lnlz| 十 iargz 十 2&x)] 一 es(inlzl+iargz) 。 oe “ak 一 To ec2hni ， &CZ， 


其 中 wo = 二 er*“. 显然 z 的 多 值 性 是 由 Argz 引起 的 . 
当 ao 一 2EZ 时 ,teEZ,er 所 一 et 一 1, 此 时 也 一 2 为 单 值 函数 ; 
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当 a 一 EQ 时 ,er 一 ek 一 0,1,… sp 一 1), 此 时 wx 为 p 值 函 数 ; 


当 e SR ,此 时 w= 二 x 为 无 穷 多 值 隆 数 . 
定义 2.12 设 a 关 0 为 复 常数 , 称 ww 二 a’ 二 e* "为 一 般 指数 函数 . 
由 定义 有 
w= 0 = = ehlel tiarget2hn)] ， 

它 是 无 穷 多 个 独立 的 单 值 解 析 函 数 . 特别 地 , 当 a 二 e,Lne 取 主 值 时 ,得 到 的 就 是 指数 也 
数 @. 

一 般 赛 函数 与 一 般 指数 函数 都 可 看 做 复合 函数 来 进行 计算 和 研究 . 

例 2.11 求 主 . 

解 让 一 eitm 一 ei(Ei+ztn) 一 e 2tr (RE 一 0, 士 1,…). 


例 2.12 求 2+. 


解 21+i 一 | eti DLn2 -一 一 eG+i D(ln2 十 2kri) 一 一 ein2 一 zkr) 十 Kln2 十 2km) 


一 e02 2 (cosln2 十 isinln2) (k=0, 土 1 ,…). 


$4 一 般 初 等 多 值 函 数 


上 一 节 我 们 对 于 一 些 简单 的 多 值 函 数 用 限制 主 辐 角 的 方法 ( 即 规定 0 过 argz<2x 
或 一 r<argz<r) 讨 论 了 它们 的 单 值 分 支 问 题 及 一 些 性 质 . 这 种 方法 简捷 ,但 有 局 限 性 . 


有 时 实际 问题 要 求 可 单 值 分 支 区域 比 较 复 杂 ,或 遇 到 较 一 般 的 多 值 函 数 , 如 ww 二 Ln 过， 


w/t, 用 限制 辐 角 法 研究 其 单 值 解析 分 支 问题 就 很 困难 . 因此 这 一 节 我 


们 针对 一 般 初等 多 值 函 数 ,利用 函数 改变 量 的 连续 变化 方法 一 一 连续 变化 法 ,来 研究 其 单 值 
分 支 问题 ， 


一 、 基本 理论 


郴 数 改 变量 的 概念 是 这 一 节 研 究 多 值 函 数 单 值 分 支 问 题 的 基础 ,为 此 先 引 入 它 的 定义 . 
定义 2.13 设 F(z) 是 定义 在 区 域 D 内 的 初等 多 值 函数 ,L 为 区 域 D 内 的 一 条 有 向 简 
单 曲线 ,z。 和 zi 分 别 为 它 的 起 点 和 终点 ,f(zo ) 是 F(z) 在 点 z。 的 一 个 确定 的 值 ( 初 值 ). 若 
让 z 从 zo。 开始 沿 工 连 续 变化 到 zi,F(z) 也 由 f (zo) 开 始 连续 变化 为 唯一 确定 的 值 f(x) 
终 值 ) , 则 称 f(zi ) 一 f(zo) 为 F(z) 沿 上 的 改变 量 , 记 为 ALF (z), 即 
ALF (z)= f(z1)— f(zo). (2. 8) 
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显然 ,ArF (z) 除 依赖 于 初 值 f (zo ) 外 ,一 般 还 依赖 于 曲线 工 . 

由 定义 容易 证 明 苯 数 改 变量 具有 如 下 性 质 : 

(1) ALF (z) 二 一 AL- F(z), 其 中 LL- 表示 曲线 工 取 反 向 ; 

(2) 设 有 向 曲线 工 可 分 为 两 条 有 向 曲线 Li ,Lz ,其 中 工 的 终点 与 L; 的 起 点 重合 (这 时 
记 为 LL 二 Li 十 L;), 则 

ALF (z) = Ar F(z) 十 Ar F(z); (2. 9) 

(3) AL [F(z)+G(z) j=ALF (z) +ALG (z). 

定义 2.14 设 F(z) 是 定义 在 区 域 D 内 的 初等 多 值 函 数 ,zo,z: 是 D 内 任意 两 点 . 若 对 
于 DD 内 任意 连接 z。 ,zi 的 两 条 有 向 简单 曲线 LL ,Li ,都 有 Ar F(z)==Ar,F(z), 则 称 下 (z) 在 
D 内 可 单 值 分 支 , 其 中 区 域 D 称 为 其 可 单 值 分 支 区 域 . 

如 果 F(z) 在 DD 内 可 单 值 分 支 ,任意 取 定 z, ED, 让 zi 王 z 在 D 内 任意 变动 , 则 由 (2. 8) 
式 有 
f(z) = ALF(z) + f(zo), (2. 10) 
它 是 z 的 单 值 函 数 , 其 中 工 是 D 内 任意 连接 z。 ,zi 的 一 条 有 向 简单 曲线 . 由 (2. 10) 式 给 出 的 
函数 f(z) 称 为 F(z) 的 由 初 值 f (zo ) 确 定 的 单 值 分 支 . 

根据 定义 容易 证 明 ,F(z) 在 D 内 可 单 值 分 支 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 DD 内 任意 简单 闭 
曲线 工 , 都 有 ALF (z)=0. 

具体 如 何 确 定 多 值 函 数 的 可 单 值 分 支 区 域 呢 ? 为 了 回答 这 一 问题 , 先 给 出 正常 点 和 支 
点 这 两 个 基本 概念 . 

定义 2.15 设 F(z) 是 区 域 DD 内 的 多 值 函 数 ,z。E€ D. 如 果 存 在 z 的 一 个 邻 域 U. (CD): 
|z 一 zo | 过 r, 使 得 FCz) 在 U, 内 可 单 值 分 支 , 则 称 z 为 F(z) 的 一 个 正常 点 . 如 果 存 在 去 心 
邻 域 U, (zo ) 一 {zo}CD, 使 其 内 点 都 是 正常 点 , 且 在 其 内 部 存在 一 条 围绕 zx。 的 简单 闭 曲 线 
工 ,使 得 ALF (z) 关 0, 则 称 zo 为 F(z) 的 支点 . 对 于 无 穷 远 点 co, 如果 存在 去 心 邻 域 
Ni (co) 一 (ceo): R<|z| 到 十 ce 使 其 内 点 都 是 正常 点 , 且 存 在 一 条 包含 |z| 委 只 在 其 内 部 
的 简单 封闭 曲线 二 ,使 得 ArF (z) 关 0, 则 称 ce 为 F(z) 的 支点 . 

结合 定义 2. 14 和 定义 2.15, 若 了 DD 是 多 值 消 数 政 (z) 的 可 单 值 分 支 区 域 ,要 求 D 内 不 能 
出 现 使 ALF (z) 关 0 的 简单 闭 曲线 工 , 因 此 我 们 只 要 用 简单 曲线 ! 连接 已 (z) 的 所 有 支点 (或 
支点 的 聚 点 ), 再 用 ! 割 开 天 (z) 的 定义 域 (一 般 情 况 割 开 = 平面 即 可 ), 就 得 到 下 (z) 的 可 单 
值 分 支 区 域 . 这 时 简单 曲线 / 称 为 F(z) 的 支 割 线 .一般 都 要 求 确定 初等 函数 F(z) 的 最 大 的 
可 单 值 分 支 区 域 . 


二 、 辐 角 函 数 
前 面 我 们 看 到 基本 初等 多 值 函数 (如 Vz 和 Lnz) 的 多 值 性 是 由 Argz 的 多 值 性 引起 的 ， 
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而 一 般 多 值 函数 (如 VF (=) 和 Lnf(z)) 的 多 值 性 是 由 Argf(z) 的 多 值 性 引起 的 ,因此 有 必 
要 对 这 种 辐 角 一 数 深入 研究 . 首先 讨论 最 基本 的 辐 角 函数 

也 一 0(z) 一 Arg(z 一 0) 一 arg(z 一 4a) 十 28r， 上 = 二 0, 十 1,*…， 
其 中 a 是 复 常 数 . 显然 它 的 定义 域 C 一 {a}. 

设 工 是 一 条 不 过 点 & 的 有 向 简单 曲线 ,起 点 为 zo ,终点 为 zi. 取 Arg(z 一 4) 在 点 zo 某 一 
确定 的 值 二 arg (zo 一 a)( 初 值 ). 让 z 从 zo 起 沿 工 连续 变化 到 zi,Arg(z 一 a) 在 点 zx: 取得 
值 9 一 arg (zi 一 a)( 终 值 ), 于 是 人 一 二 arg (zi 一 a) 一 arg (zo 一 a) 为 Arg(z 一 a) 沿 L 的 改 
变量 , 即 ArArg(z 一 a) 王 四 一 0 . 

几何 上 来 看 ,ALArg (zx 一 a) 就 是 向 量 azo 沿 工 连续 变化 到 zz;i 所 扫 过 的 角度 , 且 对 于 点 
4a 来 说 , 逆 时 针 改 变量 取 为 正 , 顺 时 针 改 变量 取 为 负 . 

显然 AL Arg(z 一 a) 满 足 性 质 (2.9). 特别 地 ,车 L 是 有 向 简单 闭 曲线 , 则 

ArArg(z 一 a) 一 ee Si 

根据 定义 2. 15 和 性 质 (2. 11) ,分 别 考查 点 a 以 外 的 有 限 点 、 点 a 及 无 穷 远 点 ce 可 以 得 
出 Arg(z 一 4a) 的 支点 为 a,oo. 用 一 条 简单 无 界 曲线 ! 连接 a ,co, 再 沿 1 市 开 z 平面 得 区 域 
DD, 则 DD 为 Arg(z 一 a) 的 可 单 值 分 支 区 域 , 且 可 以 证 明 它 的 每 一 个 单 值 分 支 在 区 域 D 内 都 
是 解析 的 (利用 习题 二 第 7 题 ) , 称 其 为 单 值 解析 分 支 . 

设 DD 是 Arg(z 一 a) 的 可 单 值 分 支 区 域 ,z。 EDD, 给 定 Arg(z 一 a) 在 起 点 z。 的 初 值 .== 
arg (zo 一 a). 任 取 终 点 zED, 则 有 改变 量 

ArArg(z— a)= arg(z— a)— arg (zo 一 4)， 
其 中 工 是 DD 内 任 一 条 连接 z。,z 的 有 向 简单 曲线 . 于 是 
0.(z)= arg(z—a)= ArArg(z— a)+o 
为 函数 Arg(z 一 a) 由 初 值 9, 确定 的 单 值 分 支 . 

例 2.13 试 确定 90(z) 二 Arg(z 一 i) 的 两 个 可 单 值 分 支 区域 ， RO 
2x 的 相应 分 支 在 点 一 0 的 值 . 

解 Arg(z 一 ) 的 支点 是 i, 

如 图 2. 3 所 示 , 取 支 割 线 0 : arg(z 一 iD) 一 r/2 割 开 z 平面 得 可 单 值 分 支 区 域 D,. 在 D， 
内 以 zo 二 1 十 i 为 起 点 ,zE Di 为 终点 作 有 向 简单 曲线 工 , ,于 是 得 到 Arg(z 一 让 的 由 初 值 % 确 
定 的 单 值 分 支 

0.(z)= arg(z—i)= Ar Arg(z—i)+ oh. 
由 于 初 值 为 二 0(1 十 让 二 2x, 而 当 终 点 * 一 0 时 有 Ar Arg(z 一 1) 二 一 x/2, 所 以 所 求 的 值 为 
0,(0) 一 一 x/2 十 2r 一 3rx/2. 
如 图 2. 4 所 示 , 取 支 割 线 2 : arg (z 一 让 二 一 x/4 割 开 zz 平面 得 可 单 值 分 支 区 域 D;. 在 
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Ds 内 以 zo 二 1 十 i 为 起 点 ,zE Ds 为 终点 作 有 向 简单 曲线 L: ,于 是 得 到 Arg(z 一 记 的 由 初 什 
% 确定 的 单 值 分 支 


0.(z) 一 arg(z 一 一 Ar Arg(z 一 让 十 0， 
由 于 初 值 为 0 二 0(1 十 让 二 2x, 而 当 终 点 * 一 0 时 有 Ar Arg(z 一 站 二 3x/2, 所 以 所 求 的 值 为 
0.(0)=3x/2+2x=7x/2. 


三 、ArgR(z) 的 可 单 值 分 支 问题 


有 理 函 数 RC(z) 的 一 般 形式 为 


Za) (za) 
R(z)= (z— bi)™ "(ZO bo)™e 《2. 12) 


其 中 aj; ,bi 是 互 不 相等 的 复 常数 ,n， CAA (7 一 1，2，… sp; k= 二 1,2,…,g) 为 正 整 数 . 
显然 


w = VR (z) = Rez) ee ， 
w= LnR(z)= ln|R(z) |+ iArgR (z) 
这 两 个 多 值 函 数 的 多 值 性 是 由 ArgR(z) 的 多 值 性 引起 的 ,因此 先 研究 ArgR(z) 的 可 单 值 分 
支 问题 . 
定理 2.3 对 于 (2.12) 式 给 出 的 有 理 函 数 RC(z),aj ,bi (j 一 1,2,…,p; 二 1,2,…,q) 是 
辐 角 函数 ArgR (z) 的 支点 ;无 穷 远 点 ce 是 ArgR(z) 的 支点 的 充分 必要 条 件 是 : 
之 /用 二 二 Dm 天 0; 
除 上 述 以 外 的 其 他 有 限 点 均 为 正常 点 ， 
证 (1) 证 明 除 a; ,bi (二 1,2,…,p;k 二 1,2,…,g) 以 外 的 有 限 点 均 为 正常 点 . 
设 L 是 z 平 面 上 任意 一 条 不 过 a;,6b 的 有 向 简单 闭 曲线 , 且 其 内 部 不 含 aj,b (7 一 1， 
2,°",p;k=1,2,.… ,9g). 
由 性 质 (2. 11) 有 
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ArArg(z—a;)= 0,， ArArg(z—b,)= 0 (7 一 1 2 ,pk = 1,2,. ,9), 


p 9 
又 ArgR(z) = DnArg(z—a;)— 2 mArg(z—b), 故 
El 


学 一 生 


pb 9 
Ar ArgR(z) = DnjArArg(z— a;) = DmiArArg(z— b;) = 0, 
j= k=1 


4 


由 工 的 任意 性 , 除 w ,5 G 二 1,2,…,p;k 二 1,2,…,9) 以 外 的 有 限 点 均 可 找到 一 充分 小 的 
邻 域 ,使 得 ArgR(z) 在 小 邻 域内 部 可 单 值 分 支 , 故 除 ww ,入 Gj 二 1,2,…,p;k 二 1,2,…,9) 以 外 
的 有 限 点 均 为 正常 点 . 

(2) 证 明 aj ,Bij 二 1,2,… ,pp;k 二 1,2,…,q) 都 是 支点 . 

对 于 a; , 作 Qi 的 一 个 去 心 邻 域 0 二 | 之 Ci | 天 ”~ ,让 77 充分 小 ,使 得 al ，… 9Qj 一 19Q7TLI9 
ap sb (一 1,2，…q) 都 在 |z 一 ai | 二 x; 的 外 部 . 设 工 是 去 心 邻 域 0 和 | z 一 oj | 二 7; 内 部 任 一 
条 围绕 a; 的 有 向 简单 闭 曲线 ,由 性 质 (2. 11) 有 

Ar Arg(z 一 4 二 0( 关 让， Ar Arg(z 一 入 ) 一 0， 

故 


Ar， ArgR(z) 一 nAr, Arg(z—a;)— Drm ae, ArgCz —b) 一 十 nj2x 关 0， 
jt k=1 

由 定义 2.15 知 ,a; 是 ArgR(z) 的 支点 . 

同 理 可 得 a ,… ,aair…arp (k 二 1,2,… ,gq) 也 都 是 ArgR(z) 的 支点 . 

(3) 讨论 co. 

取 oo 的 一 个 去 心 邻 域 Ni (co) 一 {co}, R 二 |z| 二 十 co, 其 中 

R> max{|a;|,|6|G =1,2,.%,p;k = 1,2,. ,gq)), 
再 任 取 包含 |z| 二 R 在 其 内 部 的 有 向 简单 闭 曲 线 工 . 由 性 质 (2. 11) 有 
ArArg(z—aj;)=++2x, ArArg(z—b,)=+ 2x, 


于 是 
p 9 
Ar ArgR(z) = DnArArg(z— a,) = DjmArArg(z — b,) 
j=1 k=1 
p g 
一 士 2x( > mi 一 > ms). 
j=1 k=1 
p 9 
因此 ArArgR(z) ¥0 < (Dn— Dm) #0, 


ln ee 


~ 


即 co 是 ArgR(z) 的 支点 的 充分 必要 条 件 是 : 


Din > So = 0, 
用 简单 曲线 适当 地 连接 函数 ArgR(z) 的 各 支点 , 沿 1 割 开 zz 平面 得 到 的 区 域 D 就 是 
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ArgR(z) 的 可 单 值 分 支 区 域 . 
设 马 是 ArgR(z) 的 可 单 值 分 支 区 域 ,zo。ED, 初 值 0, 一 argR (zo). 对 于 任意 zED, 在 D 
内 任意 作 一 条 连接 z。,z 的 有 向 简单 曲线 工 , 则 有 ArArgR(z) 一 argR(z) 一 argRCzo). 故 
f(z)= argR(z)= ArArgR(z)+h, (2. 13) 
是 一 个 单 值 函数 , 称 其 为 酒 数 ArgR(z) 由 初 值 9, 确定 的 单 值 分 支 . 


例 2.14 试 确定 函数 Arg (二!) 的 一 个 可 单 值 分 支 区 域 ,并 求 当 z= 一 1 时 初 值 为 
到 的 相应 单 值 分 支 在 点 = 一 1 十 i 的 什 


解 显然 ,Arg :2 一 ) 的 支点 为 0,1 ,ioe， 

如 图 2.5 所 示 , 取 支 基线 宙 开 。 平面 得 可 单 值 分支 区 域 D. 在 呈 内 以 x 一 1 为 起 点 ， 
zE 为 终点 作 有 向 简单 曲线 由 (2.13) 式 得 到 Arg < 一 的 由 初 值 bi 一 至 确定 的 单 值 
分 支 
z(z—i)’ 

z—1 


f(z)= arg = ArArg (< 一 D+ 这 


一 ArArgz 十 2ArArg(z 一 D 一 ArArg(z 一 1) 十 


由 于 当 终点 z 一 1 十 i 时 ,ArArgz 一 一 深 ,AL Arg(z 一 站 一 一 亚 ,ArArg(z 一 1 于 ,所 以 所 
求 的 值 为 
、 3r _ory_ 1 zy nr 
f(1+i)= | | ( 二 二 


， 第 二 章 ”解析 函数 


四 、LnR(z) 的 可 单 值 分 支 问题 


由 对 数 函 数 的 定义 有 
LnR (z)= In|R(z) |+iArgR (z). 
设 革 是 不 过 ai ,Oh (j 二 1,2,… ,pk 二 1,2,*…,g) 的 有 向 简单 闭 曲线 , 则 有 
ArLnR(z)= Arln|R(z) | iAr ArgR (z). 
因 ln|RC(z) | 是 单 值 的 , 故 Arln|RC(z)| 一 0. 于 是 有 
ArLnR(z)= iAr ArgR (z),， 


从 而 
ArLnR(z)=0 和 > ArArgR(z) 一 0 
或 
AlLnR(z) 天 0 © ArArgR(z) 天 0. 
因此 有 下 面 的 定理 . 


定理 2.4 LnR(z) 的 支点 与 正常 点 和 ArgR(z) 相 同 . 
由 定理 2.4 知 ,LnR(z) 的 可 单 值 分 支 区 域 就 是 ArgR (z) 的 可 单 值 分 支 区 域 ， 
设 了 是 LnR(z) 的 可 单 值 分 支 区 域 ,zoED, 又 设 LnR(z) 在 起 点 z。 的 初 值 为 
flz0)= InR(zo)= ln|R(z0) |+igo, wo = argR(zo). (2. 14) 
任意 取 终 点 zED, 在 DD 内 作 连 接 z。,z 的 有 向 简单 曲线 工 , 则 有 
f(z)= InR(z)= ln|R(z) | iargR (z), 
其 中 argR(z) 一 ArArgR(z) 十 po. 故 
f(z)= lnR(z)= ln|R(z) |+iLArArgR(z)+t pol. (2. 15) 
它 是 D 上 的 单 值 函数 , 称 其 为 LnR(z) 的 由 初 值 (zo ) 确 定 的 单 值 分 文 . 
例 2.15 求 函 数 w=Ln(l1 一 z?) 的 一 个 可 单 值 分 支 区 域 ,并 求 当 z 一 0 时 取 值 为 零 的 分 
支 在 点 一 2 的 值 . 
解 ” 包 ==Ln(l1 一 z? ) 的 支点 为 十 1 ,oo. 
如 图 2.6 所 示 , 取 支 割 线 1 割 开 z 平面 得 可 单 值 
分 支 区 域 D. 在 DD 内 以 zo 二 0 为 起 点 ,zED 为 终点 作 
有 向 简单 曲线 工 .已 知 初 值 F(0) 一 0, 又 由 (2. 14) 式 有 
f(0)=1n|1—0 | 十 ipo， 
E 从 而 求 得 go 二 0. 再 由 (2. 14) 式 可 得 函数 zw 王 Ln(1 一 z) 
2 * 的 由 初 值 (0) 确 定 的 单 值 分 支 为 
f(z)= ln(l — z’) 
图 2.6 = ln|1—z|+iLArArg(l — z:)++ goj. 
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而 ArArg(l1—z’)—=ArArg(z—1) 二 ArArg(z 二 1), 
且 当 终点 z= 二 2 时 ,ArArg(z 一 1) 二 x,ArArg(z 十 1) 二 0, 故 所 求 的 值 为 
f(2) 一 ljnl1l 一 22| 二 ixr 十 0 十 0) = ln3 十 ri. 

注 本 例 用 到 结论 人 Arg(a 一 z) 王 ArArg( 一 1) 十 ArArg(z 一 a) 一 ArArg(z 一 0). 

五 . w= 二 YR(z) 的 可 单 值 分 支 问题 

因为 

二 三 YTRC)T | Ei ArgRCz) 

而 VIRCz)| 是 单 值 的 ,所 以 YRCz) 的 多 值 性 是 由 ArgR(z) 的 多 值 性 引起 的 . 我 们 不 加 证 明 


地 给 出 如 下 结论 : 
定理 2.5 设 有 理 函 数 R(z) 由 (2. 12) 式 给 出 , 则 aj ,Bb (一 1,2,… ,pk 二 1,2,…,q) 为 


函数 ww 二 YRCz) 的 支点 的 充分 必要 条 件 是 ; 到 ,到 (j 一 1,2,…,p; 有 一 1,2,…,g) 不 是 整 
数 ;无 穷 远 点 co 是 它 的 支点 的 充分 必要 条 件 是 ， >” 一 Pm, 不 是 n 的 整数 倍 ; 其 他 有 限 点 


和 对 应 于 到 ,一 (2 — Pm) 是 整数 时 的 点 aj,b ,co 为 正常 点 . 


用 简单 曲线 适当 连接 函数 ww 二 YR (z) 的 支点 作出 支 割 线 来 制 开 z 平面 可 得 到 该 函数 
的 可 单 值 分 支 区 域 . 
设 吕 是 w= YR(z) 的 可 单 值 分 支 区 域 ,zo。 ED, 取 w= YR (Cz) 在 点 zo 的 初 值 为 


fz)=YIRG6)T om， 其 中 go 一 全 (一 锡 ， (2. 16) 


这 时 w=VR(z) 的 由 初 值 (zo) 确定 的 单 值 分 支 为 
f(z)= (SREI), = EPInRG) 一 es[in|RC)) +iCAL AreR(z)+0)] 


1 i Ar ArgR(x) A 
一 elih|RD) 。exz[aArArgR(D+tb] 一 ein|RW| 。ei ein 
即 
站 AT ArgR(z) 
f(z)=V|R(z)| er “ 。eim. (2.17) 


例 2.16 求 函 数 EB 0 z 二 2 时 取 负 值 的 相应 
分 支 在 一 i 点 的 值 . 

解 zw=Vz(I 一 z) 的 支点 为 0,1,co. 

如 图 2.7 所 示 , 取 支 制 线 i 割 开 = 平面 得 可 单 值 分 支 区 域 D， 在 1 D 内 以 z= 二 2 为 起 
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点 ,zED 为 终点 作 有 向 简单 曲线 工 .已 知 初 值 F(2)<0, 又 由 (2. 16) 式 知 


f(2)=VY120l 一 2)| .em < 一 0， 得 em 到 0， 


故 em 一 一 1. 再 由 (2.17) 式 知 w= VYz(1 一 z) 的 由 初 值 (2) 确 定 的 单 值 分 支 为 


Ar Argz(1—z) 
fez)=Y/ [zl 2) | ee 


而 ArArgz(1 一 z) 一 ALArgz 十 ALArg(z 一 1), 并 且 当 终点 xz 王 1 时 ,ArArgz 一 T/2， 
ArArg(z 一 1) 一 3r/4， 故 所 求 的 值 为 


FGD=VTid 一 De 。( 一 1) =— Yaek. 
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“六 、 反 三 角 函 数 与 反 双 曲 国 数 


1.、 反 正弦 函数 与 反 余 弦 函 数 
满足 等 式 sinw 一 z 的 ww 记 为 ww 二 Arcsinz, 称 为 反正 弦 函 数 . 
因为 


2 ew—e ; 
snw 一 zz 《> z 一 克 © ev 一 2ize 一 1 一 0， 
i 


所 以 反正 获 函 数 的 具体 表达 式 为 
w = Arcsinz = TLn(iz 二 V1 二 zx ). 
类 似 于 反正 弦 函 数 , 可 以 由 等 式 cosw 二 z 定义 反 余弦 函 数 


也 一 Arccosz， 
且 同 理 可 知 其 有 如 下 表达 式 : 
w 一 Arccosz 一 于 La(z 十 iV — zz ). 


习题 二 


2. 反正 切 函 数 与 反 余 切 函数 
满足 等 式 tanzo 一 z 的 ww 记 为 也 一 Arctanz, 称 为 反正 切 函 数 . 


由 于 
EE zw 1+iz 
tanw 一 xz > He ew) ze TI 一 也， 
所 以 反正 切 函 数 有 以 下 的 表达 式 ， 
也 一 Arctanz 一 linlitiz 尘 工 Lni 一 z 


2i ”1 一 iz 2 i+xz 
它 的 支点 为 士 b, 其 他 有 限 点 及 ce 均 为 正常 点 . 
类 似 于 反正 切 函 数 ,可 以 由 等 式 cotw 一 = 定义 反 余 切 函 数 
也 一 Arccotz， 
且 同 理 可 知 其 有 如 下 表达 式 : 
i 十 x 


也 一 Arccotz 一 由 = 
21 1 一 之 


3. 反 双 曲 函 数 
类 似 地 ,由 等 式 sinhw 王 zx, coshw 王 zx,tanhw 王 zx, cothww 一 z 可 分 别 定义 反 双 曲 函 数 
Arcsinhz,Arccoshz,Arctanhz,Arccothz, 且 容易 得 到 它们 分 别 有 以 下 表达 式 : 
w= Arcsinhz = Ln(z 十 V 开 十 1)， 
也 一 Arccoshz = Ln(z++Vz: —1), 


w= Arctanhz = 工 Ln l+z 
2 ] 一 >z 

w= Arccothz 一 二 z+ 1 
2 z—1 


习 题 二 


1. 证 明 : 设 连续 曲线 C: z= 二 z(z) (a 太志 Bp) 满 足 z (to ) 关 0 (a 委 bb 魏 8) , 则 曲线 C 在 点 
z (to ) 有 切线 . 

2.〈 洛 必 达 法 则 ) 证 明 : 若 范 数 f(z) 及 g(z) 在 点 zo 解析 ,并 且 f(zo) 二 g (zo)==0， 
gs (z) 天 0, 则 
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zy 十 i(x? 十 y) 


2 3 ， z 天 0， 5 
3. 设 函 数 ro-| Ty 试 证; f(z) 在 原点 满足 C-R 方程 ,但 
0， 之 一 0， 
却 不 可 微 . 
4. 试 证 下 列 函 数 在 > 平面 上 任何 点 都 不 解析 ， 
(1) |z|; (2) x+y; (3) Rez; (4) 二 
5. 试 判断 下 列 函 数 的 可 微 性 和 解析 性 : 
(1) f(z)=zxy 十 iz2 yj (2) f(z)=x: tiy’; 
(3) f(z)=2zx’ 二 3iy’; (4) f(z)=zx’—3ry Ti(3r yO— y’). 
6. 车 函数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 , 且 满 足下 列 条 件 之 一 , 试 证 : f(z) 在 D 内 必 为 常数 . 
(1) 在 DD 内 f(z)==0; (2) f(z) 在 D 内 解析 ; 
(3) |f(z)| 在 DD 内 为 常数 ; (4) Ref (z) 或 Imf(z) 在 D 内 为 常数 . 
7. 设 蚂 数 f(z)==wu《r, 外 十 iv(r,9) ,zx 一 rey. 若 wxC7r 0) ,uC7 9) 在 点 (r,9) 是 可 微 的 , 且 满 
足 极 坐标 的 C-R 方程 : 
Ml wo__ 1.a 0, 
Br ge ea 


证 明 : f(z) 在 点 z 是 可 微 的 ,并 且 
大 (z) 一 (cosb 一 isinb) ( 关 +i 沁 )= 工 ( 关 0 
注 : 这 里 要 适当 割 开 xz 平面 (如 沿 负 实 轴 割 破 ) ,否则 0(z) 就 不 是 单 值 的 . 


8. 设 z= 二 zx 十 iy, 试 求 ; 


(1) |er*|; (2) |e* | ; (3) Re(et ). 
9. 试 证 下 列 各 式 成 立 : 
(1) @=e; (2) sinz 一 Sin zZ; (3) cosz= cos z,. 


10. 斌 证; 对 任意 的 复数 = 及 整数 mm ,有 (e*)” 一 em. 
11. 试 求 下 列 各 式 的 值 : 


(1) eti; (2) cos(1—i). 

12. 证 明 : 

(1) limsimz 一 1 (2) lim 全 一 一 1， (3) limz 一 zcosz 一 
ze0 之 z>0 它 z=0 之 SINZ 


13. 设 z 二 re?, 试 证 ; Re[ln(z—1)]=—3In(1+r —2rcos0). 
14. 试 求 (1 十 Di 及 3i 的 值 . 


E47 


习题 二 | 
2 


15. 设 ww 二 Vz 定义 在 从 原点 z==0 起 沿 正 实 轴 割 开 的 = 平面 上 ,并且 w(i) = 一 i, 试 求 
w( 一 让 的 值 . 

16. 设 w 二 Vz 定义 在 从 原点 z 二 0 起 沿 负 实 轴 制 开 的 = 平面 上 ,并且 w( 一 2) 一 一 2 (这 
是 边界 上 沿 点 对 应 的 函数 值 ) , 试 求 w(i) 的 值 . 

17. 试 证 : 在 将 平面 适当 割 开 后 ,函数 /(z) 二 VY(l 一 z)z 能 分 出 三 个 单 值 解析 分 支 . 
求 在 点 z=2 取 负 值 的 那个 分 支 在 点 z=i 的 值 . 

18: 试 证 : 函数 f(z) 二 V0 一 z)"1 十 z) 在 割 去 线段 [一 1,1] 的 = 平面 上 可 以 分 出 四 个 
单 值 解析 分 支 . 求 在 割 线 上 沿 取 正 值 的 那个 分 支 在 点 < 一 士 i 的 值 . 

19. 试 证 , 函数 /(z) 二 Vz(1 一 z) 在 割 去 线段 0 过 Rez< 委 1 的 = 平面 上 能 分 出 两 个 单 什 
解析 分 支 . 求 在 割 线 0 和 Rex<1l 上 沿 取 正 值 的 那 一 支 在 点 一 一 1 的 值 . 

20. 求 函 数 f(z) 二 VO 一 z)(I 干 2) 的 一 个 可 单 值 分 支 区 域 ,并 求 在 z 二 0 时 值 为 1 的 
相应 分 支 在 点 x 二 2 的 值 . 


1 复 变 函数 积分 的 概念 及 其 基本 性 质 


一 、 复 变 函 数 积分 的 定义 及 计算 
本 节 我 们 将 定义 复 变 函 数 沿 = 平面 上 有 向 曲线 的 积分 ,并 将 其 转化 
为 实数 域内 的 曲线 积分 进行 计算 . 


我 们 只 研究 复 变 函 数 沿 逐 段 光滑 曲线 上 的 积分 , 故 今 后 提 到 的 曲线 ， 
一 律 指 光滑 的 或 逐 段 光滑 的 ,因而 是 可 求 长 的 . 
定义 3.1 设 有 向 曲线 
C: z=z(t) (tELa,Bj 或 [B,a]) 
以 a 二 z(a) 为 起 点 ,5 二 z(B) 为 终点 ,函数 f(z) 沿 C 有 定义 . 沿 着 C 从 a 到 5。 
的 方向 在 C 上 任 取 分 点 : 4 二 zo ,z1，*… ,zs-1,za 一 6b, 把 曲线 C 分 成 若干 个 
弧 段 (图 3.1). 在 从 zx 一 :到 zz 的 每 一 弧 段 上 任 取 一 点 5 (k= 二 1,2,…,n)， 


作 和 式 9S。 一 Df Am, 其 中 Az = Zh Zh 1. 当 分 点 无 限 增 多 ,而 这 
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些 弧 段 长 度 的 最 大 值 4 趋 于 零 时 ,如 果 和 式 S, 的 极限 存在 且 等 于 J, 则 称 ] 为 六 z) 沿 C 
(从 a 到 5) 的 积分 , 记 为 | repaz， 即 


1= | fd = lm fb ) Aan, 
其 中 Fa 称 为 被 积 函数 ,C 称 为 积分 路 径 . 这 时 也 称 f(z) 
沿 C (从 a 到 5) 可 积 . 
注 (1) 定义 3.1 中 的 了 与 C 的 分 法 和 64 的 取 法 
无 关 ; 3.1 
(2) 了 不仅 和 a,6 有关, 还 与 积分 路 径 C 有 关 , 故 一 般 不 能 把 | f(z)dz 写成 | f(z)dz. 
显然 ,函数 f(z) 沿 有 向 曲线 C 可 积 的 必要 条 件 为 /Cz) 沿 C 有 界 . 下 面 给 出 函数 f(z) 


沿 有 向 曲线 C 可 积 的 充分 条 件 . 
定理 3.1 若 卫 数 f(z) 二 u(xz,y) 十 iv《x,y) 沿 有 向 曲线 C 连续 , 则 f(z) 沿 C 可 积 , 且 
| f(a = | udz— vdy +i| vdz+ udy. (3. 1) 


证 设 Zi = Tat iyey Te Tei = ATey Ye Yai Ay = ht ig, ub mh) = us, 
v(& » 1 ) = 大 ; 则 


S; 二 DF Ci) Cz4 — ze1) 一 > Cu + ve) CAxi 十 iAye) 
k=1 k=1 


= p> (us Axk ee ve AyY:) i (ur Ayn 十 vi Ax,). 
上 式 右 端 的 两 个 和 式 是 对 应 的 两 个 曲线 积分 的 积分 和 式 . 在 定理 的 条 件 下 , 必 有 u(xz,y) 及 
oz,y) 沿 C 连续 ,于 是 这 两 个 曲线 积分 都 是 存在 的 . 因此 ,积分 | f(z)dz 存在 , 且 有 公式 


(3.1) 成 立 . 
注 ”公式 (3.1) 在 形式 上 可 看 成 函数 f(z) 二 uw 十 iv 与 微分 dz 二 dz 十 idy 相 乘 得 到 的 . 
公式 (3.1) 说 明 , 复 变 函 数 积分 的 问题 ,可 以 化 为 其 实 、 虚 部 两 个 二 元 实 函 数 曲 线 积分 的 


计算 问题 . 
例 3.1 令 C 表 示 连 接 起 点 a 及 终点 的 任 一 有 向 曲线 , 试 证 ; 
GD) | dz =6—a; (2) | zdz = 二 (0a). 


证 (1) 因 f(z)=1,S, 二 了 (zi 一 zi1) 二 6 一 a, 故 
k=1 


Ey 夯 | =6—a. 
Cc 


A0 
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(2) 这 里 f(z) 二 z, 选 取 各 一 zh-l ; 则 有 
二 二 了 
选取 如 二 z, 则 有 
Do SV 
由 定理 3.1 可 知 ,积分 | =dz 存在 ,因而 S, 一 D1 fC) Cz 一 2%._1) 的 极限 存在 , 且 应 与 
及 疏 , 的 极限 相等 ,从 而 应 与 纪 ( > ,十 >, ) 的 极限 相等 . 因为 


1 1 an 1 
z(2+ >,) 加 名 = 一 a), 
所 以 
| =dz 二 六 (5 — a’). 


注 ” 当 C 为 闭 曲线 时 ,有 


| az 一 0， | za 一 0. 
设 有 光滑 有 问 曲 线 
C: z=z(t)=zx(t)+iy(t) (CE[Le, 6] 或 L8,a] )， 
即 zx’(z) 在 [a,8] 或 [8,a] 上 连续 且 有 不 为 零 的 导数 z (1) 二 zx (2) 十 iy' (2) ,又 设 函 数 f(z) 洛 
C 连续 . 令 
fLzC2) = wrx(t) yt) iv (z(t) ,y(t)) = w(t) iv(t), 
车 C 以 z(a) 为 起 点 ,以 z(B) 为 终点 , 则 由 公式 (3.1) 有 


| f(z)dz= | udz 一 vdy 十 i| vdzr+t udy 
C C 
6 6 
= | Luz’ C0)— vy GD]de 十 寺 [uy (十 oz CD)]d 


= | ceco+ it][z (2) iy’ C2) Jdz, 
即 
B Ei 
| repdz = | 7[zo]z (dt, (3. 2) 


| Arepadz = | Rety7[zGD]z Dj)d 二 i mt7[zco]z G2) }de. (3.3) 


§1 复 变 函 数 积分 的 概念 及 其 基本 性 质 


用 公式 (3. 2) 或 (3. 3) 计 算 复 变 函 数 的 积分 ,是 从 积分 路 径 的 参数 方程 着 手 的 , 称 为 参数 
方程 法 . 公式 (3. 2) 或 (3. 3) 也 称 为 复 变 函数 积分 的 变量 代 换 公式 . 


、 二 2ri， 7 一 1， -一 > 3 
例 3.2 证 明 : | 一些， = 人 ”cy 这 里 C 表示 以 a 为 心 ,p 为 半径 的 加 
周 , 取 逆 时 针 方 向 . 
证 C 的 参数 方程 为 z 一 a 二 pe”(0 三 92x) , 故 有 
2r We 
当 z=1 时 ,| -于 -一 [ a :| dg = 2rxii 
当 7 天 1 时 ， 


| (z 3 上 eg 加 | 
pe 人 


匡 二 [sos 一 1)6db 一 :| “sinCn es: 10dg | 
一 0. 
二 、 复 变 函 数 积分 的 基本 性 质 


设 函 数 f(z),g (z) 沿 有 向 曲线 C 连续 ,由 复 变 函 数 积分 的 定义 容易 证 明 下 列 性 质 
成 立 : 


(1D) | af (de a| f(z)dz, 其 中 a 是 复 常数 ; 
(2) | cr pe a | reodz+| ecoadz 


(3) 如 果 有 向 曲线 C 是 由 Ci,Cz,，…，,C。 等 有 限 条 光滑 有 向 曲线 依次 首尾 相 接 而 成 的 逐 
段 光 滑 曲 线 ( 记 为 C 一 C 十 Cs 十 … 十 C;); 则 


| rpdz= 上 fdze+| a + | fwdz; 
(0) | 760dz = 一 | fd 


(5) |f epaz 


< yeolldzl= | Ge 1ds, 这 里 1dz| 表 示 弧 长 的 微分 ， 即 


|dz|=vV (dz)’ + (dy)? = ds. 
定理 3. 2( 积 分 估 值 定理 ) 若 函 数 f(z) 沿 有 向 曲线 C 连续 , 且 存 在 正 数 M, 使 得 
|Fz)| 委 M, 则 


red 过 ML (其 中 为 C 的 长 度 ). 
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证 “由 不 等 式 | 站 f(t)Azs | < M》) |Az|< ML 两 边 取 极限 即 得 证 . 


例 3.3 ” 试 证 ，| | . 二 dz| < 2, 其 中 积分 路 径 C 是 连接 由 i 到 2 -i 的 有 向 直线 自 . 


证 C 的 参数 方程 为 2 二 2t 十 i (0 过 {过 1). 二 洛 C 连续 , 且 


| |z| |z|? rp 
而 C 的 长 度 为 2, 故 由 定理 3.2 有 
| 二 委 2. 
-多 


例 3.4 计算 积分 | zdz 的 值 , 其 中 积分 路 径 C 如 下 ， 


(1) 连接 由 原点 O 到 点 1 十 i 的 有 向 直线 段 (图 3. 2(a)); 
(2) 连接 由 原点 O 到 点 1 的 直线 段 与 连接 由 点 1 到 点 1 十 i 的 直线 段 所 组 成 的 有 向 折线 
(图 3. 2(b) ). 


图 3.2 


解 (1) 连接 由 原点 O 到 点 1 十 i 的 直线 段 的 参数 方程 为 xz 一 (1 十 D (0 委 终 1) , 故 
| 过 fa 1+Dd= (dd + za ee 


(2) 连接 由 原点 O 到 点 1 的 直线 段 的 参数 方程 为 xz 一 上 (0 委 走 1) ,连接 由 点 1 到 点 1 十 i 
的 直线 段 的 参数 方程 为 z= 二 1 十 it (0 声 t 志 1) ,所 以 


| Se |iatl a i 去 十 | td = 十 (i+ 却 )= 让 
由 此 例 可 看 出 ,积分 路 径 不 同时 ,积分 结果 可 能 不 同 . 


$2 ” 柯 西 积分 定理 


$2 柯 西 积分 定理 


由 上 一 节 可 知 , 当 被 积 函 数 及 积分 路 径 的 起 点 、 终 点 固定 时 , 复 变 函数 积分 的 值 往往 还 与 
积分 路 径 有 关 . 那么 积分 值 在 怎样 条 件 下 能 与 积分 路 径 无 关 呢 ?1825 年 柯 西 得 出 了 这 一 问题 
的 答案 , 即 柯 西 积分 定理 . 它 是 研究 解析 函数 理论 的 基础 ,又 称 为 复 变 函数 论 的 基本 定理 . 

一 、 柯 西 积分 定理 

定理 3. 3( 单 连通 区 域 柯 西 积分 定理 ) 设 函 数 f(z) 是 单 连通 区 域 D 内 的 解析 函数 ,C 
为 D 内 任 一 条 周 线 ?, 则 

| repdz 一 0. 


这 个 定理 的 证 明 是 非常 困难 的 . 黎 曼 在 1851 年 附加 假设 条 件 “ 广 (=) 在 内 连续 ”后 ,得 
到 如 下 一 个 简单 的 证 明 : 
令 z= 二 zx 十 iy, f(z) 二 w(x,y) 十 iv(x,y), 由 公式 (3.1) 即 有 


| redz 一 [uaz 一 vdy 十 i| vdz 十 wudy. 
了 (z) 在 D 内 连续 , 故 Uz s Uy Ur YU, 在 D 内 连续 ,并 满足 C-R 方程 Ur UV Uy UV. 再 由 
格林 公式 有 
| xdz— vdy 一 0， | vdz + udy = 0 


故 | reodz=o 


在 本 书 的 第 三 章 $ 3 中 我 们 证 实 了 这 个 证 明 是 充分 的 . 
注 (1) 设 函 数 f(z) 在 单 连通 区 域 D 内 解析 ,C 为 D 内 任 一 闭 曲 线 ( 不 必 是 简单 的 ) , 则 


| repaz 二 次 


事实 上 ,因为 C 总 可 以 看 成 区 域 内 有 限 多 条 周 线 衔 接 而 成 ,再 由 复 变 函 数 积分 的 基 
本 性 质 及 柯 西 积分 定理 , 即 可 得 证 . 

(2) 设 函 数 f(z) 在 单 连通 区 域 D 内 解析 , 则 f(z) 在 D 内 积分 与 路 径 无 关 , 即 对 内 
任意 两 点 zo 与 二, 设 C: 与 C: 是 DD 内 连接 起 点 zo 与 终点 zi 的 任意 两 条 有 向 曲线 ,有 


| 9 | Rd 


@ 周 线 是 指 逐 眉 光 滑 的 简单 闭 曲 线 , 也 称 围 线 . 
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通常 把 这 一 积分 记 为 | ”(z)dz, 它 不 依赖 于 内 连接 起 点 z 与 终点 x 的 曲线 

事实 上 ,正方 向 曲线 Ci 与 负 方向 曲线 C7 就 衔接 成 DD 内 的 一 条 闭 曲 线 C. 于 是 ,由 注 (1) 
与 复 变 函 数 积分 的 基本 性 质 有 

0 一 | repdz 一 [ fa)dzet | fz)dz, 
因而 
| f(z)dz = 上 f(z)dz. 
下 面 的 定理 与 柯 西 积分 定理 是 等 价 的 ， 
定理 3.3” 设 C 是 一 条 周 线 ,D 为 C 的 内 部 ,函数 f(z) 在 闭 域 万 D+C 上 解析 , 则 
| repdz = 

证 (1) 由 定理 3. 3 推 证 定理 3.3.. 

由 定理 3.3 的 假设 ,函数 f(z) 必 在 < 平面 上 一 含 万 的 单 连通 区 域 G 内 解析 ,于 是 由 定 
理 3.3 就 有 | f(z)dz = 0， 

(2) 由 定理 3. 3' 推 证 定理 3. 3. 

由 定理 3. 3 的 假设 “函数 f(z) 在 单 连通 区 域 D 内 解析 ,C 为 D 内 任 一 条 周 线 ”, 今 设 G 
为 C 的 内 部 , 则 7(z) 必 在 闭 域 G 一 G 十 C 上 解析 . 于 是 由 定理 3.3' 就 有 | f(z)dz 一 0 

定理 3. 3/ 的 条 件 可 以 减弱 ,得 到 下 面 推广 的 柯 西 积分 定理 . 


定理 3.4 设 C 是 一 条 周 线 ,D 为 C 的 内 部 ,函数 f(z) 在 D 内 解析 ,在 了 一 D 二 C 上 连 
续 ( 也 可 以 说 “连续 到 C”) , 则 


| repaz 一 0. 


下 面 把 柯 西 积分 定理 推广 到 复 周 线 的 情形 . 
定义 3.2 考虑 ?十 1 条 周 线 CQ ,CI 和 …C,, 其 中 C，…， 
C, 中 每 一 条 都 在 其 余 各 条 的 外 部 ,而 它们 又 全 都 在 Ce。 的 内 
" 部 .在 Co 的 内 部 同时 又 在 Cl,Cz…,C, 外 部 的 点 集 构 成 一 
个 有 界 多 连通 区 域 也 ,以 Co ,Ci,…,C 为 它 的 边界 . 在 这 种 
情况 下 , 称 区 域 D 的 边界 
C 一 Co 十 Ci 十 Cz 十 十 Cs 
为 一 条 复 周 线 , 它 包括 取 正 方向 的 Ce ,以 及 取 负 方向 的 Ci， 
图 3.3 Cz… ,Cs, 换 旬 话说 ,假如 观察 者 沿 复 周 线 C 的 正方 向 绕 行 
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时 ,区 域 DD 的 点 总 在 它 的 左手 边 (图 3. 3). 
定理 3.5( 多 连通 区 域 柯 西 积分 定理 ) 设 D 是 由 复 周 线 
C 一 Co 十 Ci 十 Cz 十 … 十 Crw 
所 围 成 的 有 界 十 1 连通 区 域 ,函数 F(z) 在 也 内 解析 ,在 万 一 D 十 C 上 连续 , 则 


[f(a 三 向 
La 
即 
| f(z)dz+| _f(z)dz+…+| ee (3.4) 
Ce ci c- 
或 
| ad 一 | ze)dz 十 … 十 | f(z)dz (3.5) 
Co Cl Cn 


( 即 沿 外 边界 积分 等 于 沿 内 边界 积分 之 和 ). 

证 取 n 十 1 条 互 不 相交 且 全 在 DD 内 (端点 除外 ) 的 光滑 曲线 弧 L。 ,Li,L,…,L, 作为 
割 线 . 将 它们 顺 次 地 与 Co ,Ci ,Ci ,…,C。 连接 . 设想 将 D 沿 割 线 割 破 , 于 是 D 就 被 分 成 两 个 
单 连通 区 域 ( 图 3.4 是 ”一 2 的 情形 ) ,其 边界 各 是 一 条 周 线 , 分 别 记 为 石生 . 而 由 定理 
3.4, 我 们 有 


| f(wdz =0, | roadz= 0 
Dn Ty 


将 这 两 个 等 式 相 加 ,并 注意 到 沿 着 L,,L ,Li ,…,L, 的 积分 ,各 从 相反 的 两 个 方向 取 了 一 次 ， 
在 相 加 的 过 程 中 互相 抵消 ,于 是 由 复 变 函 数 积分 的 基本 性 质 就 得 到 


| repaz 二 0，, 


从 而 有 (3.4) 或 (3. 5) 式 成 立 . 


例 3.5 设 a 为 周 线 C 内 部 一 点 ,证 明 : 
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有 2ri， 7 一 ]1， 
,Ge lo nl1,nE€Z. 
证 ”以 a 为 圆心 作 圆周 C' ,使 C 全 含 于 C 的 内 部 , 则 由 (3.5) 式 有 


ee ey 
再 由 例 3.2 即 得 要 证 明 的 结论 
例 3.6 计算 积分 | 入 二 :dz 的 值 , 其 中 C 为 包含 国 周 |z| 一 1 在 内 的 任何 正 向 简单 闭 
曲线 . 
解 函数 党 二 在 复 平 面 内 除 = 一 0 和 x 一 1 两 个 奇 点 外 是 处 处 解析 的 . 由 于 C 是 包含 
圆周 |z| 一 1 在 内 的 任何 正 向 简单 闭 曲线 ,因此 它 也 包含 这 两 个 奇 点 . 


在 C 内 作 两 个 互 不 包含 也 互 不 相交 的 正 向 圆周 Ci 与 Cz ,使 C! 只 包含 奇 点 z 二 0,Cs 只 
包含 奇 点 zx 二 1, 那 么 根据 定理 3.5 得 


2 =|, 2 2 1dz I 


CZ 


二 


-| 二 af i 


一 0 十 2xi 十 2xi 十 0 = 4xi. 


= 过 dz 


二 、 不 定 积分 


如 果 函 数 f(x) 在 单 连 通 区 域 D 内 解析 , 则 沿 DD 内 任 一 有 向 曲线 上 的 积分 | /5 此 只 
与 其 起 点 和 终点 有 关 . 因此 , 当 起 点 x。 固定 时 ,这 积分 就 在 D 内 定义 了 一 个 变 上 限 = 的 单 值 
函数 ,我 们 把 它 记 成 变 上 限 积 分 的 形式 ; 

F(z) 一 | fC0)dt. (3. 6) 

定理 3.6 设 函 数 /(z) 在 单 连通 区 域 D 内 解析 , 则 由 (3. 6) 式 定义 的 函数 下 (z) 在 D 内 
解析 , 且 F’(z)= 二 f(z) (zED). 

证 对 任意 =E D, 以 = 为 心 作 一 个 含 于 了 内 的 小 圆 ,在 小 贺 内 取 动 点 = 十 Az(Az 天 0). 
考虑 


Feta ES pw] fpat] 


在 Az>0 时 的 极限 . 由 于 积分 与 路 径 无 关 ， I “f(t) dt 的 积分 路 径 可 以 考虑 为 由 zo 到 z, 再 
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从 > 沿 直线 段 到 z 十 Az, 而 由 内 到 > 的 积分 路 径 取得 和 | f(t)dt 的 积分 路 径 相同 , 于 是 有 


下 (z 十 Az) 一 下 (z) _ 1 全 
Az EE 去 |. f(Dde. 


注意 到 f(z) 是 与 积分 变量 无关 的 定 值 ,所 以 由 例 3.1(1) 又 有 
1 z 十 Az 有 
去 | flz)dt = f(z). 
由 以 上 两 式 即 得 
Tet A — fo) a Tr — f(z) Jde. 
根据 f(z) 在 DD 内 的 连续 性 ,对 于 任 给 的 s 盖 0, 只 要 开始 取 的 那个 小 圆 足 够 小 , 则 小 圆 内 一 
切 点 5 均 符 合 条 件 | 了 (2 一 f(z) | 二 e, 这 样 一 来 ,由 定理 3.2 有 


F(z Az)— F(z) _ | 1 ft |Az| _ 
EC 十 az) 一 EC foo)|- 去 A er 
即 
. F(zAz)—F(z) 
i 


亦 即 F(z)==f(z)(zED). 
注 ”证明 中 仅 用 了 两 个 条 件 : f(z) 在 D 内 积分 与 路 径 无 关 和 f(z) 在 D 内 连续 . 故 由 
定理 3.6 可 得 出 一 个 更 一 般 的 定理 : 


定理 3.7 设 函 数 f(z) 在 单 连通 区 域 D 内 连续 且 | /(z)dz = 0, 其 中 了 是 区 域 D 内 任 


一 周 线 ( 即 积分 与 路 径 无 关 ) , 则 函数 F(z) 一 人 f (0dtlzs 为 DD 内 一 定点 ) 在 DD 内 解析 , 且 
F(z)= f(z)(zED). 

定义 3.3 在 区 域 D 内 ,如 果 函 数 /(z) 连 续 , 则 称 符合 条 件 8 (z) 二 f(z)(zED) 的 函 
数 B(z) 为 f(z) 的 一 个 不 定 积分 或 原 沙 数 . 

由 此 定义 ,在 定理 3. 6 或 定理 3.7 的 条 件 下 ,函数 F(z) 二 | /(5)dy 就 是 f(z) 的 一 
原 函 数 . 

原 函 数 的 一 般 形 式 为 

Bz)= F(z)+C= [ flO d+o, 
其 中 C 为 任 一 复 常 数 . 事实 上 ， 
[®(z)— F(z)] = ® (z)— F(z)= f(z)— f(z)= 0, 

故 @B(z) 一 F(z) 二 C, 靶 
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Bz)= F(tC= | fw dei. 


若 令 一 z ,根据 柯 西 积分 定理 ,可 得 @(z。o ) 二 C, 于 是 有 与 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 类 似 的 如 
下 定理 : 

定理 3.8 在 定理 3.6 或 定理 3. 7 的 条 件 下 ,如 果 BC(z) 为 f(z) 在 单 连 通 区 域 D 内 的 
任意 一 个 原 函 数 , 则 


| fit de = SB(z)— $B(zo) [8 (zz, Zo €D). 
例 3.7 在 单 连通 区 域 D: 一 x 过 argz 过 x 内 ,函数 lnz 是 f(z) = 十 的 一 个 原 函 数 ， 
而 f(x) 一 土 在 DD 内 解析 , 故 由 定理 3.8 有 


[ 3 nD 
对 于 复 变 函数 积分 的 计算 ,也 有 换 元 积分 、 分 部 积分 等 常用 方法 . 由 于 复 变 函数 积分 的 
换 元 积分 公式 与 分 部 积分 公式 和 实 变 函 数 积分 相应 公式 的 形式 一 样 , 这 里 略 去 . 
例 3.8 求 积分 | zcoszdz 的 值 . 
解 ” 函 数 zcosz 在 全 复 平面 内 解析 ,由 分 部 积分 公式 有 
| zcoszdz= | zdsinz = zsinz|,— | sinzde 
= [zsinz + cosz]) = isini+ cosi— 1 


1—e ,el!++e 
2 


十 —] =e!—1. 
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一 、 柯 西 积 分 公式 


定理 3.9 设 区 域 卫 的 边界 是 周 线 或 复 周 线 C ,函数 f(z) 在 D 内 解析 ,在 D=D+C 上 
连续 , 则 


工 f fC 


Fs 2niJc 一 


dt CoE Dy (3.7) 


公式 (3.7) 称 为 柯 西 积分 公式 ,其 中 元 ;| 世人 dg (<E D) 称 为 柯 西 积分 


2ri 


$3 柯 西 积 分 公式 及 其 推论 
大 5) 
元 二 在 D 内 除 点 < 外 解析 . 


在 D 内 以 z 为 心 ,充分 小 的 po>0 为 半径 作 圆周 y,. 对 于 复 周 线 T 一 C 十 % 应 用 定理 
3.5, 有 


f(D qr = fat, 


C 4 
且 等 式 右 端 与 o 无 关 . 故 要 证 明 (3. 7) 式 成 立 , 只 a 
lim 大 Ee 2xif (z). 
ooJ 思 一 


事实 上 ， 


| f (0 qr — 2nif Cz) 
» CE—z 


a J 2 7 | 


f(D 2 | 
之 


a z| 一 o<<6, 就 有 
[fFD 一 Fe|<< 基 《CE 7 
于 是 ,由 积分 估 值 定理 (定理 3.2) 有 


| 


1 


故 (3.7) 式 成 立 ,定理 得 证 . 

柯 西 积分 公式 给 出 了 解析 函数 的 一 个 积分 表达 式 , 由 它 可 看 出 解析 函数 在 区 域 边界 上 
的 值 决 定 了 函数 在 区 域内 任 一 点 的 值 . 同时 公式 (3.7) 又 是 一 种 计算 复 变 函数 积分 的 有 力 工 
具 . 柯 西 积分 公式 可 改写 成 

| 六 dt 一 2xif(z) (zED). (3. 8) 
ee pg 注意 z 为 被 积 函 数 在 C 内 部 的 唯一 奇 点 . 若 被 积 函 数 
在 C 内 部 有 两 个 以 上 奇 点 , 则 不 能 直接 应 用 柯 西 积分 公式 . 
ee 5 
例 3.9 设 C 为 圆周 |5| 一 2, 求 积分 | or 
解 ” 由 公式 (3.8) 有 


g 


& 至 —& 6 zz 
ns | 2 让 
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注 本 例 中 Ns 在 |¢|<<2 上 解析 ,t= 一 i 在 |¢|<2 内 
考虑 定理 3. 9 的 特殊 情形 ,可 得 如 下 的 解析 函数 平均 值 定理 : 
定理 3. 10( 解 析 函 数 平 均值 定理 ) ”如 果 函 数 f(z) 在 加 | 一 ww | 过 R 内 解析 ,在 闭 贺 
| 5 一 | 委 民 上 连续 , 则 
fs 去 | fm 十 Ree)dp， 


即 f(z) 在 圆心 z。 的 值 等 于 它 在 圆周 上 的 值 的 算术 平均 数 . 


证 设 C 表示 圆周 | 5 一 z| 一 R (图 3.5), 则 
5 一 z 一 Rer 或 55 一 z 十 Rer，0 委 9 委 2r. 


由 此 有 

zotRew dt = 尺 erdp， 

再 根据 柯 西 积分 公式 得 
_ 1 fA 
f(zo)= 27ij。 ee 
1 ff(zo 十 Rey )iRe?dg 
2riJo Rew 
2x 和 
图 3.5 = 二 |， f (zo + Re” ) dg. 


例 3.10 设 函 数 f(z) 在 闭 圆 |z| 志 R 上 解析 . 如 果 存 在 常数 a0, 使 当 |z|=R 时 
|f(z)| 之 a, 而 且 |f00) | 过 a, 试 证 : 在 圆 |z| <R 内 f(z) 至 少 有 一 个 零点 . 
证 用 反 证 法 .假设 f(z) 在 |z| 二 R 内 无 零点 ,而 由 题 设 1(z) 在 |z|= 二 R 上 也 无 零点 ， 


于 是 F(x) 一斑 在 闭 贺 |z|<R 上 解析 . 因此 ,由 解析 函数 的 平均 值 定理 有 
F(0)= | FCRe®) dy. 


又 由 题 设 有 
1 1 


1 RS 工 
0 


__1 
F(0)= 元 0 
从 而 
2r 
LT < |F(0)|= | 去 | FCRer)dy|< 革 .去 .32x= 寺 ， 
a TJo a 2x a 


矛盾 . 故 假设 不 成 立 , 即 在 圆 |z| <R 内 f(z) 至 少 有 一 个 零点 . 
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二 、 柯 西 导数 公式 

在 定理 3. 9 的 条 件 下 ,我 们 还 可 以 得 到 一 个 用 解析 函数 F(z) 的 边界 值 表示 其 各 阶 导 陋 
数 内 部 值 的 积分 公式 一 一 柯 西 导 数 公式 . 

定理 3. 11( 柯 西 导 数 公式 ) 在 定理 3. 9 的 条 件 下 ,函数 f(z) 在 区 域 D 内 有 各 阶 导数 ， 
并 且 有 


Cn) a nl f (8) a 中 = woe 
f 〈《z ) 一 对 | Cd (zED; n 1，2， es (3.9) 


证 用 数学 归纳 法 . 
GD) 当 w=1 时 ,由 于 i 
flz+Az)—flz) 1|1 f (0) 1fr ff(9 
Az -去 | | a 此 | 


2riJc 一 z 一 Az 2riJc 5 一 z 
1 f (0 
| 0)， 
ga 
， fzi+Az)~f(z) 1 f (2) Il Azf (0) A 
所 以 Az 2xiJc Cz 2ri 上 人 


于 是 只 需 证 明 当 |Az| 充 分 小 时 ,TI 不 超过 任意 给 定 的 正 数 e. 事实 上 ,f(z) 在 D=D++C 上 连 
续 , 故 沿 周 线 C 有 
| FGz) | 入 M (CM 为 某 正 数 )， 
设 4 表示 >z 与 C 上 点 ?之 间 最 短 距 离 , 则 |t 一 z | 之 4 之 0. 限定 |Az| 过 4/2, 于 是 
15 一 > 一 Az| 人 15 一 z| 一 |Az| > da/2, 


1 过 LAL .ML -= |jAz| 网 (其 中 /为 C 的 长 度 )， 
2r dy 
2 


3 
要 使 1<e, 只 需 取 |Az| <8 一 min| 人 358 |. 故 当 "一 1 时 公式 成 立 . 
(2) 假设 > 一 上 时 公式 成 立 , 即 
FE (z ) 一 


证 明 ”一 & 十 1 时 公式 也 成 立 , 即 证 明 


jz 十 Az) f(z) (k+l)! fC) 
Az 2xi | Cdt PO 


方法 同 "一 1 时 ,此 处 从 略 . 


外 | f (8) 


2x1 c (一 之 )4+1 


dx， zED. 
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注 “导数 公式 (3. 9) 可 改写 为 
f (8) _ 2mi rw sr ji 
| cd "Ce) rED: n= ,2,0) (3.10) 
我 们 也 可 以 利用 这 一 公式 来 计算 某 些 沿 周 线 的 积分 . 


例 3.11 计算 积分 | idz, 其 中 C 是 绕 i 一 周 的 周 线 , 取 正 向 . 


解 cosz 在 z 平 面 上 解析 ,于 是 有 


COSZ 2ri e 1 十 ee. 
sd (cosz) | ;= 一 TlCOS1 =— x 1. 
c (z—1) 21 2 


应 用 上 述 定理 3. 11, 我 们 可 以 得 出 解析 函数 的 一 个 特殊 性 质 一 一 无 穷 可 微 性 : 

定理 3.12 设 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 , 则 f(z) 在 D 内 具有 各 阶 导 数 ,并 且 它 们 也 
在 DD 内 解析 . 

证 只 需 证 明 f(z) 在 DD 内 任意 点 x。 处 具有 各 阶 导 数 . 设 z 为 DD 内 任意 一 点 , 作 以 z。 
为 心 的 充分 小 的 圆 ,使 其 闭 圆 全 含 于 D 内 , 则 由 定理 3. 11 知 ,f(z) 在 此 圆 内 具有 各 阶 导 数 ， 
故 f(z) 在 z。 处 具有 各 阶 导数 .由 z。 的 任意 性 , f(z) 在 D 内 具有 各 阶 导数 . 

借助 于 解析 函数 的 无 穷 可 微 性 ,我 们 现在 把 判断 函数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 的 一 个 充分 
条 件 一 一 定理 2. 1 的 推论 2, 补 充 证 明 为 刻画 解析 函数 的 第 二 个 等 价 定理 ， 

定理 3.13 函数 f(z)= 二 u(x,y) 十 iv(z,y) 在 区 域 D 内 解析 的 充分 必要 条 件 是 : zx， 
uy，vz，vy 在 D 内 连续 ,是 u(xz,y),v(z,y) 在 D 内 满足 C-R 方程 . 

证 充分 性 即 定理 2. 1 的 推论 2. 下 证 必要 性 . 

设 f(z) 二 u(x,y) 十 iv(x,y) 在 D 内 解析 ,由 定理 2.3 知 ,u(rz,y),v(zx,y) 在 D 内 满足 
C-R 方程 . 又 由 解析 函数 f(z) 的 无 穷 可 微 性 知 ,f(z) 必 在 D 内 连续 ,因而 ,ww ,wv;,v, 必 
在 D 内 连续 . 


三 . 柯 西 不 等 式 


定理 3. 14( 柯 西 不 等 式 ) 设 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ,a 为 D 内 一 点 ,以 a 为 心 作 圆 
周 y: |¢—a|= R, 只 要 yy 及 其 内 部 KK 均 含 于 九 , 则 有 


If®™ (ao 入 开交 Ce ， ee 
其 中 MGCR) 一 ， max. lf G2). 
证 在 天 上 总 用 定理 3， 11, 则 有 
(5) nl 
cole | |< MR .rp =- ME 


注 和 该 式 说 明 解 析 函 数 在 解析 点 a 的 


| 的 
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各 阶 导 数 的 估计 与 它 的 解析 区 域 的 大 小 密切 相关 . 

在 整个 复 平 面 上 解析 的 函数 称 为 整 函数 . 例如 ,er ,sinz, 多 项 式 函数 ,常数 ,等 等 ,都 是 整 
函数 . 

定理 3. 15( 刘 维尔 (Liouville) 定 理 ) 有 界 整 函数 f(z) 必 为 常数 . 

证 设 |f(z)| 的 上 界 为 M, 则 在 柯 西 不 等 式 中 ,无 论 对 什么 样 的 R, 均 有 MGCR) 委 M. 于 


是 , 令 n 一 1, 有 |/(a)| 志 党 .上 式 对 一 切 尺 均 成 立 , 让 R= 十 oo, 即 知 f(a) 一 0. 而 a 是 z 平 


面 上 任 一 点 , 故 f(z) 在 z 平面 上 的 导数 为 零 . 因此 ,f(z) 必 为 常数 . 
注 ” 刘 维尔 定理 也 称 为 模 有 界定 理 , 其 逆 亦 真 , 即 : 常数 是 有 界 整 函 数 . 此 定理 的 道理 
定理 为 : 非常 数 的 整 函 数 必 无 界 . 例如 ,er ,sinz,cosz 及 多 项 式 函 数 均 在 z 平面 上 无 界 . 
例 3.12 证 明代 数学 基本 定理 : 在 z 平 面 上 ,n 次 多 项 式 
P(z)= aoz' 二 az" 1! 十 … 十 a。 (ao 关 0) 
至 少 有 一 个 零点 . 
证 用 反 证 法 .假设 P(z) 在 = 平面 上 无 零点 .由 于 P(z) 在 zx 平面 上 解析 ,因此 与 一 ~ Bi 


在 = 平面 上 也 必 解 析 . 下 面 我 们 证 明 B25 在 = 平面 上 有 界 ， 
因为 
limP(z) 一 limz" (a 十 全 十 … + 和 )= wy 


所 以 lim 0 一 0. 故 存在 充分 大 的 正 数 R, 使 得 当 |z| > 时 ,|| <1. 又 因 [5 在 半 


加 |z|<R Re (正常 数 ), 从 而 ,在 = 平面 上 


1 
| Plz) SN 


于 是 ,FC 在 平面 上 是 解析 且 有 界 的 . 由 刘 维尔 定理 知 , 户 5 必 为 常数 , 即 PCz) 必 
为 常数 . 这 与 定理 的 假设 矛盾 , 故 定理 得 证 . 
四 、 摩 勒 拉 定理 


柯 西 积 分 定理 (定理 3. 3) 的 首 命 题 也 成 立 , 它 就 是 下 面 的 摩 勒 拉 (Morera) 定 理 . 
定理 3. 16( 摩 勒 拉 定理 ) 若 函 数 f(z) 在 单 连通 区 域 D 内 连续 , 且 对 D 内 的 任 一 周 线 


C, 有 | faz 一 0, 则 F(z) 在 内 解析 . 
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证 ”在 定理 假设 条 件 下 ,根据 定理 3.7 即 知 函 数 
F(z)= | fea (zo ED) 


在 DD 内 解析 , 且 F(z)= 二 f(z) (zED). 由 定理 3.12 知 ,解析 函数 F(z) 的 导 函 数 F(z) 仍 然 
在 DD 内 解析 , 即 f(z) 在 D 内 解析 . 

下 面 我 们 证 明 刻 画 解析 函数 的 第 三 个 等 价 定理 : 

定理 3.17 函数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 的 充分 必要 条 件 是 : 

(1) f(z) 在 D 内 连续 ; 


(2) 对 任 一 周 线 C, 只 要 C 及 其 内 部 全 含 于 DD 内 ,就 有 | reepdz ey 


证 ”必要 性 可 由 柯 西 积分 定理 3. 3 导出 . 下 证 充分 性 . 

设 f(z) 满 足 条 件 (1) ,(2). 在 DD 内 任 取 一 点 zo, 在 zo 的 一 个 邻 域 K: | 一 z。 | 过 p 内 应 
用 定理 3. 16, 只 要 p 充分 小 ,就 有 f(z) 在 KK 内 解析 ,因此 f(z) 在 点 zo。 解析 .再 由 zo 的 任意 
性 , 则 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ， 


34 解析 函数 与 调和 函数 的 关系 


在 前 一 节 , 我 们 证 明了 在 区 域内 解析 的 函数 ,其 导数 仍 为 解析 函数 ,因而 具有 任意 阶 的 
导数 . 本 节 利用 这 个 重要 结论 研究 它 与 调和 函数 之 间 的 关系 . 

定义 3.4 若 二 元 实 变 函 数 电 (zx,y) 在 区 域 D 内 有 二 阶 连续 偏 导数 , 且 满 足 拉 普 拉 斯 方 
程 


_OH,oH_ 
二 ar? tT ay = 
则 称 吾 (z,y) 为 区 域 D 内 的 调和 函数 . 
一 、 解析 函数 与 调和 函数 的 关系 


定理 3.18 若 函 数 f(z) 二 u(xz,y) 十 iv(z,y) 在 区 域 D 内 解析 , 则 w(xz,y),v(z,y) 为 
D 内 的 调和 函数 . 
证 因为 f(z) 一 w(x,y) 十 iv(zx,y) 在 区 域 D 内 解析 , 则 由 C-R 方程 ,得 


从 而 
au en du__ Ov 
ay? Dzay 
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根据 解析 函数 的 无 穷 可 微 性 知 ,u 与 v 具 有 任意 阶 的 连续 偏 导数 ,所 以 


Ov Ov Ou | Ou 
于 ， < 十 和 一 0， 
Broy ”ayBrx 从 : a 


同 理 爷 辣 + 一 0. 因此 与。 都 是 调和 西数. 


定义 3.5 在 区 域内 满足 CR 方程 型 一 至 , 弛 一 一 3 弛 的 两 个 调和 函数 w(z,y)， 


u(x,y) 中 ,v(xz,y) 称 为 ul(z,y) 在 区 域 D 内 的 共 罗 调 和 肖 数 . 

由 定义 3.5 及 定理 3. 13 得 到 又 一 个 刻画 解析 函数 的 等 价 条 件 : 

定理 3. 19 函数 f(z) 二 u(x,y) 十 iv(zx,y) 在 区 域 D 内 解析 的 充分 必要 条 件 是 : 在 区 
域 也 内 ,v(z,y) 是 xz(Cz,y) 的 共 辆 调 和 函数 . 


二 、 解析 函数 的 求法 


已 知 一 个 解析 函数 f(z) 的 实 部 u(xz,y)( 或 虚 部 v(x,y)), 下 面 讨论 如 何 求 得 这 个 解析 
函数 . 


1. 曲线 积分 法 
车 已 知 u(x,y) 为 单 连通 区 域 D 内 的 调和 函数 , 则 u(xz,y) 在 D 内 具有 二 阶 连 续 偏 导 


Ou ou = 一 经 ,Q= 8 具有 -一 aP_aQ 
数 , 且 有 对 十 和 一 0, 即 一 一 病 ,Q 一 并 具有 一 阶 连续 偏 导数 , 且 有 2 一 2 由 数学 分 


析 中 曲线 积分 的 知识 可 知 ,Pdz 十 Qdy 一 一 38dz 十 38dy 是 全 微分 . 设 


_au Ou 
Dy tardy dv(z,y), 


则 


(x;,y) 


到 经 
| 


其 中 (zo ,yo) 是 D 内 的 定点 ,(z,y) 是 DD 内 的 动 点 ,C 是 任意 实 常数 ,积分 与 路 径 无 关 ， 
将 (3. 11) 式 分 别 对 z,y 求 偏 导数 ,可 得 


一 鱼 dz 十 至 dy 十 C， (3. 11) 
9y 


o_o 
Oy 9x 
由 定理 3. 13 知 , 函数 f(z) 二 wu 十 iv 在 D 内 解析 . 
注 (1) 如 果 DD 内 包含 原点 ,通常 取 (zo ,yo) 二 (0,0), 以 便于 计算 ; 


(2) 如 果 DD 为 多 连通 区 域 ,v 可 能 是 多 值 的 ; 
(3) 公式 (3.11) 不 必 强 记 , 可 借助 于 下 式 来 记忆 : 
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C-R 方程 


Ov Ov Ou Ou 
v(xzsy)= dz 十 和 守 dy — dr 二 守 dy; 
dv ) ox ay4 Oy ox 


ou Ou Ov Ov 
ly AN 人 人 A 本 
(4) 类 似 于 公式 (3. 11) ,由 于 dx(zy,y) 二 此 二 aydy Bay 过 dy ,我 们 有 


和 《zy) ov Me Ov 
ey En bn dz — dy+c. (3. 12) 


2. 偏 积分 法 

如 果 已 知 一 个 调和 函数 x(z,y), 即 知 它 的 两 个 偏 导 数 , 再 利用 对 偏 导数 的 积分 和 C-R 
方程 可 求 得 它 的 共 堪 调和 函数 "(z,y), 从 而 求 得 解析 函数 f(z) 二 wu 十 iv. 如 果 已 知 调和 函 
数 v(x,y), 同 理 也 可 求 得 解析 函数 f(z) 二 ww 十 iv. 


3. 不 定 积分 法 

已 知 调和 函数 wx(z,y) 或 w(z,y), 可 由 导数 公式 (2.4) 求 出 f(z) ,再 积分 便 可 得 到 解 
析 孙 数 f(z). 

例 3.13 验证 u(r,y) 二 zx 一 3zy? 是 = 平面 上 的 调和 函数 ,并 求 以 x(z,y) 为 实 部 的 解 
析 函 数 f(z) ,使 得 /六 0) 一 

解 ” 因 在 z 平 面 上 任 一 点 有 


Ou _ ,2 2 ou _ 

3z 3 并 3y ， 3y 6zy， 
Ou 一 一 Ou 一 一 6 Ou -一 6x Ou 一 一 6x 
Bzay Dyarz > 323 ” ay’ ” 


显然 xCz,y) 的 二 阶 偏 导数 均 连 续 且 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 故 x(z,y) 是 = 平面 上 的 调和 函 数 . 
下 面 求解 析 函 数 F(z) 王 wx(Czy,y) 十 ip(zyy). 
方法 1 取 (zo,yo) 二 (0,0), 由 公式 (3.11) 有 


oz 一 | 


《zy) _a Qu 
ye art C 


(zoy*30) 


(x.0) 《zy 
a | ,6zydz 十 (32z2: 一 3y)dy 十 | 6zydz 十 (3z2: 一 3y )dy 十 C 
0,0 0 


= (3x —3y)dy+C 
二 3x*y 一 yy 十 CC， 
其 中 积分 路 径 取 为 如 图 3.6 所 示 的 折线 段 , 故 
f(z)= u(ryy) tiv(r,y) 一 2 一 3zy2 十 1i(3zzy 一 内 十 C) 
二 (z 十 iy); 十 C= xz 十 iC. | 
要 使 (0)==i, 必 有 C=1, 因 此 f(z)==z’ 十 i. 


67 


习题 三 


方法 2 先 由 C-R 方程 中 的 一 个 方程 得 


则 
vv 二 | &ay 一 | (3z2 — 3y’)dy = 3z’y— y+ 9(7). 
再 由 C-R 方程 中 的 另 一 个 方程 得 


Go _ / 2 
3 6zy + og (zx) 3y 6zy， 


故 g (zx) 二 0, 即 p(z) 一 C. 因此 
zzyy) 一 3z2y 一 昂 十 C. 


故 
fz)= ulryy) tiv(ryy) 一 2 一 3zy 十 i3zy 一 多 十 C) 
一 (z 十 iy)3 十 iC 一 守 十 iL 
要 使 (0) 一 i;, 必 有 C=1, 故 f(z)==z’ 十 i. 
方法 3 由 于 
Ou _ .Ou 


7 O_o_ 2 22 a ,AN2 22 
f(z) 5 iay (37° — 3y ) 十 6zyi 一 3CZ 十 19) 3z’， 


积分 得 f(z)== 必 十 C. 又 (0) 王 i, 由 此 得 C==i, 故 f(z) 二 zz 十 i. 
习 题 三 
1. 计算 积分 | (z 一 y 十 jx’)dz, 其 中 积分 路 径 C 是 连接 由 0 到 1 十 i 的 有 向 直线 段 . 


2. 利用 积分 估 值 ,证 明 ; 
(1) J iy a 过 2, 其 中 C 是 连接 由 一 i 到 i 的 有 向 直线 段 ; 


2 J 十 iy?)dz | 之 x, 其 中 CC 是 连接 由 一 i 到 i 的 有 向 右 半 圆周 . 


3. 利用 在 单位 加 上 z 一 二 的 性 质 及 柯 西 积分 公式 说 明 | zdz =- 2xi, 其 中 C 为 正 向 单位 
圆周 |z| 一 1. 
4 计算 积分 | [dz, 其 中 C 为 下 列 正 向 贺 周 ， 


(1) |z|= 2; (2) |z|= 4. 
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5. 试用 观察 法 得 出 下 列 积分 的 值 ,并 说 明 观 察 时 所 依据 的 是 什么 ,其 中 积分 路 径 C 是 正 
向 圆周 |z| 一 1: 


1 1 
(GD | -二 5dz; (2) | 二 -dz (3) | Fa 
z 2 ]。 ， 0 
(4) | = i (5) | zeosz de (6) | i 
6. 计算 下 列 积分 : 
sin Tz 1 1 
人 到 Tdz G 一 1,2,3) ,其 中 Cl |z 十 1| 一 至, G+ |z 一 1 一 地, Gs: |z| 一 2， 


均 取 正 向 ; 
9 en zcz 一 2) 和 z; 其 中 C: |z 一 2|= 1, 取 正 向 ; 


所 -dz, 其 中 C， |z 一 “| 一 34, 取 正 向 . 

7 a 设 函 数 f(z),g(z) 在 单 连通 区 域 D 内 解析 ,a,6 是 D 内 的 两 点 , 试 证 : 
[fa C0 = [Fog(o 了 一 | ecodz 

8. 计算 下 列 积分 : 

(1) | C+ 2d (2) 全 ear 


1 1 
(3) | sin?: zdz; (4) | zsinzdz, 
—xi 0 


9. 设 函 数 f(z) 在 z 平 面 上 解析 , 且 |f(z) | 恒 大 于 一 个 正 的 常数 , 试 证 : f(z) 为 常数 . 

10. 如 果 函 数 f(z) 为 一 整 函数 ,上 且 使 得 Ref(z)< M 的 实数 M 存在 , 试 证 : f(z) 为 
常数 ， 

11. 由 下 列 各 已 知 调和 函数 vx(z,y) 或 wz,y) ,求解 析 函 数 f(z) = x(z,y) 十 ip(z,y)， 
使 得 满足 给 定 的 条 件 : 

(1) u(xz,y) 一 2(z 一 1)y, 2) 一 一 


(2) CCzyy) = ,/(2) = 0; 


了 
zr? +y 
(3) xzyy) = zry my ,fi) 一 一 1 十 1 


四 桔 


解析 西数 的 级 数理 论 


”级 数 是 研究 解析 函数 性 质 的 重要 工具 . 本 章 首 先 介 绍 复 数 项 
级 数 和 复 变 函 数 项 级 数 的 概念 和 性 质 ; 其 次 研究 时 级 数 的 收 人 域 
及 其 和 函数 ;最 后 讨论 将 解析 函数 展开 成 蛙 级 数 或 洛 朗 级 数 的 问 
题 , 并 以 级 数 展开 式 为 工具 ,分 别 研究 解析 函数 在 零点 与 奇 点 ( 特 
别 是 极点 ) 附 近 的 性 质 . 学 习 本 章 宣 与 数学 分 析 中 的 实 级 数 (实数 
项 级 数 和 实 变 函 数 项 级 数 ) 部 分 结合 起 来 ,采用 对 比 的 方法 ， 对 于 
与 其 中 平行 的 结论 ,叙述 后 不 再 加 以 证 明 . 
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一 、 复 数 项 级 数 
定义 4.1 设 Ql 0Q2 39°"" ,Qn ，,… 是 一 复数 列 ;定义 形式 和 


Za 一 ai 十 oz 十 和 十 an 十 … (4.1) 


为 复数 项 级 数 (简称 级 数 )， 其 中 o 称 为 该 级 数 的 通 项 . 
与 实数 项 级 数 类 似 , 我 们 称 s, 二 a 十 十 … 十 o 为 级 数 (4.1) 的 部 分 
和 . 若 部 分 和 数列 {s,} 收 敛 , 即 极限 


lims, 一 5s， 
其 中 s 为 一 复 常数 , 则 称 级 数 a。 收敛 ,并 称 * 为 该 级 数 的 和 , 记 为 


这 时 也 称 级 数 2 收敛 于 *. 若 {s,) 发 散 , 则 称 级 数 (4. 1) 发 数 . 
依照 “e 一 N” 语 言 ,级 数 (4. 1) 收 敛 于 * 的 定义 可 叙述 为 , 若 对 任意 
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[Bas|<e 
则 称 级 数 (4. 1) 收 敛 于 复 常 数 >. 
定理 4.1 设 有 复数 列 {a,), 其 中 a, = as 十 过 (ap 为 实数 ,n= 二 1,2,…), 则 级 数 jo 


收 合 于 复数 :一 a 十 (a,6 为 实数 ) 的 充分 必要 条 件 是 : 实数 项 级 数 a, 及 了 6 分别 收 全 


于 a 与 6b. 
由 不 等 式 


| al 过 [Da 
即 得 必要 性 ;而 由 


及 [D266 < | Dm; 
k= k=1 


De 去 [Daa 十 | Db | 
可 得 充分 性 . 此 定理 将 复数 项 级 数 的 收敛 与 发 散 问题 转化 为 实 级 数 的 收敛 与 发 散 问题 ,详细 
证 明 留 给 读者 . 


例 4.1 判别 级 数 (去 十 于) 的 伊 散 性 . 


解 ”因为 虚 部 级 数 2， 工 发 散 ,所 以 即使 >， 去 收 全, 原 级 数 仍 发 散 
相应 地 ,实数 项 级 数 的 柯 西 收 伍 准 则 可 推广 到 复数 项 级 数 ; 


定理 4. 2( 柯 西 收 剑 准则 ) 复数 项 级 数 2， 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任 给 e 二 0, 存 


在 正 整数 N(e) ,使 得 当 n>N 且 p 为 任意 正 整数 时 ， 有 
[aa 十 aa 十 十 aero| <e， 
由 定理 4. 2 我 们 立即 得 到 以 下 结论 : 
(1) 当 p=1 时 ,|awti |<e, 即 lime, 一 0, 亦 即 复数 项 级 数 收敛 的 必要 条 件 是 通 项 极限 


为 零 ; 
(2) 复数 项 收敛 级 数 各 项 必 有 界 ; 


(3) 复数 项 级 数 3 略 去 有 限 个 项 所 得 级 数 与 原 级 数 的 敛 散 性 相同 . 
与 实数 项 级 数 类 似 ,收敛 复数 项 级 数 也 有 如 下 的 线性 性 质 : 


性 质 若 复数 项 级 数 > au， 28 均 收 敛 , 其 和 分 别 为 s,sz ,又 知 4,5 为 常数 , 则 级 数 
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(ou 十 8,) 收 化 ,并 且 它 的 和 为 asi 十 552, 即 
So 十 6B,) 二 asl 十 bs; 一 和 上 6. 
对 于 复数 项 级 数 (4. 1) ,我 们 引进 绝对 收 敏 和 条 件 收敛 的 概念 . 
定义 4.2 ”车 级 数 > | .| 收 敏 , 则 称 原 复数 项 级 数 > 'o, 绝对 收敛. 若 复 数 项 级 数 > o 


收 伍 , 而 级 数 > | .| 发散 , 则 称 原 复 数 项 级 数 a 条 件 收 全 


设 w =a ,十 这 (2 一 1,2,…) ,由 不 等 式 
|a.| 入 |c。| ， 1 委 |a,l| 和 la|< |a,l+ 16,|, 


我 们 容易 推 得 如 下 结论 : 复数 项 级 数 a 绝对 收敛 的 充分 必要 条 件 是 它 所 对 应 的 实 部 级 
数 忆 4, 与 应 部 级 数 6 都 绝对 收 全 

由 此 可 见 , 如 果 复 数 项 级 数 a 绝对 收敛 ,那么 它 的 实 部 级 数 4 与 虚 部 级 数 2 
收 人 ,从 而 有 了。， 一 定 收 敏 ， 即 绝对 收 伍 的 复数 项 级 数 本 身 一 定 是 收 全 级 数 .而 判定 复数 项 
级 数 a。 的 绝对 收 全 性 ,可 用 这 样 两 各 方法: 其 一 由 正 项 级 数 的 一 切 收 全 判别 法 可 判定 正 


项 级 数 |e | 的 收 信 性 ;其 二 判定 其 实 部 级 数 >o， 与 让 部 级 数 6 的 绝对 收敛 性 . 

与 实数 项 级 数 一样, 绝对 收 全 的 复数 项 级 数 有 如 下 两 个 运算 性 质 ， 

(1) 《广义 交换 律 ) 调 换 绝对 收 伍 复 数 项 级 数 各 项 的 顺序 所 得 的 复数 项 级 数 仍 绝对 收 伍 
且 其 和 不 变 ; 

(2) (广义 分 配 律 ) 设 复数 项 级 数 yw 和 》1p, 分 别 绝对 收 化 于 s 和 s', 则 按 对 角 线 法 得 
出 的 柯 西 乘积 级 数 人 

Si 

也 绝对 收 化 于 ss". 冯 

例 4.2 判断 级 数 2， 人 3 二 多 ”的 伍 艇 性 
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解 ” 因 级 数 六 | 全 二 人 的- |- 半 呈 ,从 而 由 正 项 级 数 的 比值 审 仇 法 知 其 收 敏 , 故 原 级 
数 绝对 收敛 , 亦 收敛 . 
二 、 复 变 函数 项 级 数 
定义 4.3 设 户 (z), 户 (z)，…, 广 (z)，… 为 定义 在 复 平 面 点 集 已 上 的 一 函数 列 , 称 
站 (z) = fi(z) + f(z) + 二 f(z) + (4. 2) 
为 点 集 三 上 的 复 变 函数 项 级 数 (简称 级 数 ) ， 并 称 
sa(z) 一 Pf 二 f(z) 十 f(z) 十 … 十 f(z) 


为 它 的 部分 和 函数 . 若 在 上 上 存在 一 个 函数 (x) ,使 得 对 任意 zEE, 级 数 了 ,Cz) 均 收 全 于 
f(z) , 则 称 f(z) 为 复 变 丽 数 项 级 数 f(z) 的 和 函数 , 记 为 


f(z) = 2 (z). 


依照 *“e-N ”语言 ,级 数 (4.2) 收 全 于 函数 六 的 定义 可 叙述 为 : 若 对 任意 s>0 及 任意 = 
EE, 存 在 正 整 数 N= N(e,z) ,使 得 当 n>N 时 ,有 
|s: (Cz) — f(z) |<=e, 


其 中 5,(z) 二 3 f(z) 为 级 数 (4. 2) 的 部 分 和 函数 , 则 称 级 数 (4. 2) 收敛 于 函数 f(z). 


值得 注意 的 是 ,在 上 述 “e-N” 语 言 叙述 中 ,NN 不仅 依赖 于 e ,还 依赖 于 zEE. 我 们 称 这 种 
情况 为 级 数 (4. 2) 点 态 收敛 (或 逐 点 收敛 ) 于 f(z). 

区 别 于 此 的 有 复 变 函数 项 级 数 一 致 收敛 的 定义 : 若 对 任意 es>0 及 任意 zEE, 存 在 正 整 
数 N 二 N(e), 当 n>>N 时 ,有 

|s, C2) — f(z) |< es 

则 称 级 数 (4. 2) 一 致 收敛 于 函数 f(z). 此 处 N 对 于 任意 zx EE 是 通用 的 ,一 一 致 的 , 故 称 级 数 
《4.2) 一 致 收敛 于 f(z). 

与 实 变 函 数 项 级 数 平行 的 ,一 致 收敛 的 判定 定理 一 一 柯 西 一 致 收敛 准 则 和 优 级 数 准则 ， 
对 于 复 变 函数 项 级 数 而 言 结 论 依 然 成 立 , 证 明 步 又 也 完全 类 似 , 故 这 里 略 去 . 

下 面 给 出 复 变 函数 项 级 数 一 致 收敛 的 分 析 性 质 一 一 连续 性 、 可 积 性 和 可 微 性 : 


定理 4.3 设 复 变 函 数 项 级 数 》) f, (z) 的 各 项 fi (z) » f2 Cz) 9 » f(z) 9 在 点 集 E 于 
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连续 , 且 _ 致 收敛 于 f(z) , 则 和 函数 
汪汪 
也 在 E 上 连续 . 
定理 4.4 设 复 变 函 数 项 级 数 .7) 的 各 项 及 (z) ,fi(z),…,f,(z),… 在 曲线 C 上 


连续 ,并 且 在 C 上 _ 致 收敛 于 f(z), 则 级 数 31f,(z) 沿 C 可 逐 项 积分 , 即 有 


| reoaz 3 | fa 


三 、 解析 函数 项 级 数 


我 们 知道 实数 项 级 数 可 逐 项 求 导 定 理 的 条 件 比较 苛刻 ,而 对 于 复 解析 函数 项 级 数 可 逐 
项 求 导 的 条 件 比 较 弱 ,这 就 是 著名 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 定 理 . 首先 ,我 们 需要 引进 
内 闭 一 致 收敛 的 概念 . 


定义 4.4” 设 函数 f,(z)(n 二 1,2,…) 定义 在 区 域 D 内 . 车 复 变 函 数 项 级 数 》) f(z) 


在 DD 内 任 一 有 界 闭 集 上 一 致 收敛 , 则 称 此 级 数 在 D 内 内 闭 一 致 收 钱 或 广义 一 致 收敛 . 

内 闭 一 致 收敛 与 一 致 收敛 有 如 下 关系 : 级 数 (4.2) 在 区 域 D 内 内 闭 一 致 收敛 , 则 级 数 在 
DD 内 每 一 点 收 全 ,但 不 一 定 在 DD 内 一 致 收 化; 反之 ,级 数 (4.2) 在 区 域 D 内 一 致 收敛 ,必定 在 
D 内 内 闭 一 致 收 化 . 


例 4.3 讨论 级 数 >)z 一 一 1 十 z 十 空 十 … 十 2 十 … 的 收敛 性 . 


解 〈1) 当 |z| 之 1 时 ,有 limz"! 关 0, 即 通 项 不 趋 于 零 , 故 级 数 2)x" 发散 . 
(2) 当 |z|<<1 时 ,有 


= i 1 
2 过 IE (n co)， 


于 是 级 数 2 zx- 在 |z| < 1 内 收敛 于 


1 一 2 


(3) 事实 上 ,由 优 级 数 准 则 易 知 ,级 数 2 在 任意 闭 圆 域 |z| 志 7 (xr 过 1) 上 一 致 收敛 


( 半 ze 一 有 收敛 的 优 级 数 > ) ,从 而 级 数 2 ze 在 |z| < 1 内 内 闭 一 致 收 全 
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(4) 级 数 ya- 在 |z| < 1 内 不 一 致 收敛 .事实 上 ,对 任 给 的 e > 0, 由 


| 三 半 - 1 |z" | 


<<E 


1]—z 1 一 交 11 一 z| 


A 6 (z — 1). 


lIn|z| 
值得 我 们 注意 的 结论 是 : 复 变 函数 项 级 数 在 某 圆 内 内 闭 一 致 收敛 的 充分 必要 条 件 为 它 
在 该 圆 内 任意 与 此 圆 同 心 的 闭 圆 上 是 一 致 收敛 的 . 
定理 4.5( 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ) 设 函 数列 f,(z)(n 二 1,2,…) 在 区 域 DD 内 解析 , 复 变 函 
数 项 级 数 Df.(z) 在 D 内 内 闭 一 致 收 全 于 函数 f(z), 即 f(z) 一 六 f(z)(z ED), 则 
(1) 函数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ; 


(2) f° (2) = 》) Fo 2) (z ED;p = 1,2,.); 
n 二 1 


(3) Df 人 在 DD 内 内 闭 一 致 收敛 于 f(z) (p= 1,2,…). 
证 (1) 设 z 为 D 内 的 任意 一 点 , 则 存在 z 的 一 个 邻 域 上 ,使 得 口 CD. 对 UU 内 的 任 一 


周 线 C, 由 已 知 条 件 知 级 数 > f,(z) 在 C 上 一 致 收敛 于 f(z), 且 f(z) Cn 一 1 2，…) 是 连续 
的 ,再 由 定理 4.4 及 柯 西 积分 定理 有 


| redz= 并 | rcodz = 
根据 诽 勒 拉 定 理 ,f(z) 在 U 内 解析 ,从 而 在 点 zo 解析 .由 zo 的 任意 性 知 ,f(z) 在 D 内 解析 . 


(2) 假设 U 的 边界 为 K,K 含 于 品 内 .于 是 ,对 任意 xEK,Y 一 (2%) 致 收敛 于 


《z 一 Zo )P+1 


Fe 
区. 由 定理 4. 4 可 推 得 
< 
n=】 人 雏 | 人 二 dz- 
由 Zo 的 任意 性 ,于 是 


oo 


f(z) 一 > (z) (rzED;p = 1,2,.…). 


n=1 


(3) 证 明 略 . 
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四 、 稳 级 数 及 其 和 函数 


下 面 我 们 具体 研究 一 类 简单 的 解析 函数 项 级 数 一 一 短 级 数 , 它 是 研究 解析 函数 的 一 个 
重要 工具 . 
定义 4.5 ”一 个 关于 中 心 a 的 震级 数 ( 简 称 宕 级 数 ) 具 有 如 下 形式 : 


DGC,z—a)’ 二 Co 二 Ci(z 一 Qa) 十 Cs《(z 一 a 十 … 十 C,(z 一 a)" 十 …， (4. 3) 


其 中 Co OG 和 都 是 复 常数 ， 
作 变 换 :一 > 一 “, 并 将 “改写 为 =, 则 篆 级 数 (4. 3) 变 为 如 下 形式 : 


1Cz” = Co 十 Ciz 十 … 十 Csz" 十 …。 


与 实 变量 震级 数 类 似 , 我 们 首先 应 研究 震级 数 (4. 3) 的 收 剑 范 围 . 显然 ,等 级 数 (4. 3) 于 
点 a 收 化 . 对 于 讨论 在 其 他 点 处 是 否 收敛 的 问题 , 复 变量 短 级 数 也 同样 有 阿 贝尔 (Abel) 定 
理 ,其 证 明 方法 与 实 变量 宪 级 数 的 情形 相同 ,此 处 从 略 . 


定理 4.6( 阿 贝尔 (Abel) 定 理 ) ”如 果 寡 级 数 3) C,(z 一 a)" 在 某 点 = (天 2) 收 伊 , 则 当 


|z 一 a|<|= 一 a| 时 , 它 绝 对 收 剑 且 内 闭 一 致 收 伊 ; 若 宪 级 数 > Cz 一 a)" 在 某 点 zz( 尖 aa) 


发 散 , 则 当 |z 一 a|>|z: 一 a| 时 , 它 发 散 . 
利用 阿 贝 尔 定理 可 以 断定 军 级 数 的 收敛 范围 是 个 圆 . 一 般 地 , 称 这 个 圆 的 半径 RR 为 宪 


级 数 2 C,(z 一 ao) 的 收 全 半径 ,并 称 |z 一 x | < R 为 收 策 贺 ,而 称 |= -<| =- 有 R 为 收 伍 圆周 . 
对 于 一 个 因 级 数 来 说 , 它 的 收敛 情况 不 外 乎 下 列 三 种 情况 ， 
(1) 对 任意 的 z 天 4 级 数 CCz 一 a) 均 发 散 , 即 R = 0. 


(2) 对 任意 的 复数 <, 级 数 2)C,(= 一 a)" 均 收 伍 , 即 尺 一 + oo 


(3) 存在 一 个 有 限 正 数 R, 当 |z 一 a| 过 R 时 ,级 数 2) Cz 一 a)" 绝对 收敛 ; 当 |z 一 a| 二 R 


时 , 它 发 散 . 
至 于 稳 级 数 在 其 收敛 圆周 | z 一 a | 一 R 上 的 收敛 性 是 不 明确 的 . 一 般 来 讲 , 在 收敛 圆周 上 
的 敛 散 情形 有 三 种 : 一 是 处 处 收敛 ;二 是 处 处 发 散 ;三 是 既 有 收敛 点 又 有 发 散 点 . 


现在 讨论 备 级 数 2 C.《z 一 a)" 的 收敛 半径 RR 的 具体 求法 . 与 实 变量 震级 数 一 样 ,收敛 半 
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径 可 由 如 下 定理 给 出 


定理 4.7 如 果 每 级 数 CC 一 o)" 的 系数 满足 下 列 三 式 之 一 : 
C, 十 1] 


|= 1 ( 达 朗 贝尔 法 则 或 比值 法 )， 


| 
jim/[GT 二 1 (条 本 法 则 或 根 值 法 ), 
HmY1GT - 4 ( 柯 西 -网 达 马公 式 或 上 极限 法 )， 
则 告 级 数 C(x 一) 的 收敛 半径 为 


1/l, 天 0 尖 co; 

| ! 一 十 ce; 
十 cc， /= 0. 

例 4.4 求 下 列 宕 级 数 的 收敛 半径 下 ; 


De ee (3) 1 十 z 十 于 十 加 十 … 


(2) 因为 /一 imVTC [= lim 人 可 i < R- 


(3) 当 是 平方 数 时 C,==1, 其 他 情形 C, 一 0, 于 是 有 V1C| =1 或 0, 从 而 
1 一 lim VIC.| = 1. 
故 R=1. 上 
窜 级 数 的 和 函数 在 收敛 圆 内 有 定义 , 且 为 一 个 解析 函数 ,具体 见 下 面 的 定理 : 


定理 4.8” 设 智 级 数 >'C,(z 一 a)* 在 其 收 全 国民: |z 一 a| 一 及 内 的 和 函数 为 (z)，, 即 


SB |z—al|=R, 
则 
(1) 该 震级 数 在 收敛 圆 K 内 内 闭 一 致 收敛 于 f(z), 且 f(z) 在 收敛 圆 K 内 解析 . 
(2) 该 瞪 级 数 在 收敛 圆 K 内 可 逐 项 求 导 , 即 有 


f(z) 一 >)[C,(z 一 a)"] 一 DnC, Cz—a)"!, |z—al<=R. 
n=0 特征 二 
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NY DD eg To ss Pm |z—al=R. 
(3) 该 等 级 数 在 收敛 圆 K 内 沿 曲 线 C 可 逐 项 积分 , 即 有 


| reads 一 Dc.| eads, |z—al<=R. 


证 。 先 证 明 备 级 数 》C,(z - a)" 在 收敛 加 K 内 的 内 闭 -一 致 收敛 性 . 设 已 是 加 天， 


|z 一 a| 二 R 内 任 一 有 界 闭 域 , 则 存在 +r (0 二 7r 二 RR), 使 得 EE 包含 在 闭 圆 |z 一 a| 志 7 内 .于 
是 , 当 z EE 时 ,有 
[Cz—a)’ | |C, |r". 


因 正 项 级 数 > | C. |r" 收 化 ,由 优 级 数 准 则 知 , 竺 级 数 2 C,(z 一 a)" 在 已 上 -一致 收 化 , 故 该 和 


级 数 在 收敛 圆 K 内 内 闭 一 致 收敛 . 

本 定理 其 余 结 论 的 证 明 可 依据 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 等 得 到 , 留 给 读者 作为 练习 ， 

上 述 定理 揭示 了 罕 级 数 和 函数 的 性 质 . 值得 注意 的 是 ,震级 数 在 其 收敛 圆周 上 的 一 点 收 
敛 或 发 散 , 与 和 函数 在 该 点 是 否 解析 无 关 . 对 此 读者 可 以 考查 例 4. 3. 
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一 . 泰勒 定理 


上 一 节 的 定理 4. 8 告诉 我 们 , 短 级 数 的 和 函数 在 收敛 圆 内 解析 . 反之 ,在 图 内 解析 的 函数 
是 否 可 以 展开 为 寡 级 数 呢 ? 实数 域 中 ,即使 函数 f(z) 在 点 zo 附近 有 任意 阶 导数 ,也 未 必 能 在 
该 点 附近 展开 成 睾 级 数 .但 是 ,对 于 圆 域内 的 解析 函数 f(z) ,我 们 可 以 证 明 这 是 能 做 到 的 . 

定理 4. 9 (泰勒 (Taylor) 定理) ” 设 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ,a ED, 只 要 加 天: 
|z 一 a| 过 RR 含 于 D 内 , 则 f(z) 在 KK 内 能 展开 成 寡 级 数 


f(z) = 2 Cz—a)", (4. 4) 
n=0 
其 中 系数 
1 /0 of) i 
” ”27i 一 nl (n= 0,]1,2, )， (4.5) 


这 里 P, :|5 一 a|=o (0 之 p 过 R) ;并 且 展 开 式 是 唯一 的 . 
证 任意 取 定 zEK, 在 KK 内 作 一 圆周 IT,: |¢ 一 a|= 二 p (0<o<R) ,使 x 含 于 了 内 部 
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(图 4.1). 由 柯 西 积分 公式 得 


1f f9) 
f(z) = 3 gp dé. (4.6) 
NN Ften,y,|Es| -| le=al 再 由 级 数 了 wr 一 了 二 
《|| 二 1)( 见 例 4.3), 有 
RS 1 
tt—z “5 一 一 (z 一 a) t—a 1 — 2—a 
一 4 
图 4.1 
《z 一 Q) 

-也 (一 ao wet 


上 式 右 边 的 级 数 当 ZET, 时 一 致 收敛 . 又 f( 外 在 TI 上 有 界 ,将 (4.7) 式 代入 (4.6) 式 后 逐 项 
积分 , 便 得 到 
1 _ il A a 
ro -二 ,10 在 -le 


由 于 


4 
2xl 5, (£—a)"t! 


再 由 z 为 K 内 任意 一 点 ,定理 的 前 半 部 分 得 证 . 
下 证 唯一 性 . 若 f(z) 可 展开 成 另 一 吞 级 数 ， 
f(z) = SCi(z— a)", 
两 边 求 各 阶 导数 并 令 z 二 a 可 得 。 
C 三 0 (n= 0,1,2,.…), 


dr = 三 全 一 C， (n=0,]1,2,.…), 


故 展 开 式 唯 一 . 

定义 4.6 〈4.4) 式 称 为 函数 f(z) 在 点 a 的 泰勒 展 式 ,由 (4. 5) 式 给 出 的 系数 C, 称 为 素 
勒 系数 , (4. 4) 式 右边 的 级 数 称 为 泰勒 级 数 . 

结合 定理 4. 8 和 定理 4. 9 这 对 互 逆 命 题 ,我 们 可 以 得 出 刻画 解析 函数 的 又 一 结论 : 函数 
f(z) 在 区 域 D 内 解析 的 充分 必要 条 件 是 : f(z) 在 DD 内 任 一 点 4 的 邻 域内 可 展开 成 z 一 a 的 
短 级 数 , 即 泰勒 级 数 . 

显然 震级 数 (4. 4) 的 收敛 半径 大 于 或 等 于 R. 事实 上 , 寡 级 数 ( 设 其 收敛 半径 大 于 0) 即 是 
它 的 和 函数 在 收敛 圆 内 的 泰勒 展开 . 

应 当 指 出 的 是 ,车 函数 f(z) 在 点 4 解析 ,以 a 为 中 心 作 一 个 圆 ,并 让 圆 的 半径 不 断 扩 
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大 ,直到 圆周 碰 上 f(z) 的 奇 点 为 止 ( 如 果 f(z) 在 全 复 平 面 解析 ,这 个 圆 的 半径 就 无 限 大 ) ,在 
此 图 域 的 内 部 f(z) 可 展开 成 蜡 级 数 , 则 此 短 级 数 的 收敛 半径 尺 为 a 到 f(z) 的 离 a 最 近 的 奇 
点 的 距离 . 实际 上 这 也 提供 了 确定 暴 级 数 收敛 半径 R 的 又 一 种 方法 . 换 句 话说 ,即使 星 级 数 
在 其 收敛 贺 周 上 处 处 收敛 ,其 和 函数 在 收敛 圆周 上 仍然 至 少 有 一 个 奇 点 . 


举 一 个 简单 的 例子 : 求 -二 二 在 点 一 0 的 泰勒 展 式 . 可 以 按照 上 述 方法 先 求 收敛 半径 


R. 因 z 一 土 i 是 二 二 的 奇 点 中 看 离 < 一 0 最 近 的 奇 点 , 故 收敛 半径 为 
R= |—i-0|= 1 一 0|= 1， 
再 利用 等 比 级 数 展 式 ,有 
1 一 -- < ee -一 ny2n Pr z 
RR 十 (一 D)"z2 十 … (|z|<=1). 
这 样 也 就 解释 了 实数 域 中 二 上 -> 在 整个 实 轴 上 有 任意 阶 导 数 ,而 仅 当 |z| <1 时 才 有 展开 式 
1 一 一 a 4 i 一 nr2n eos 
原来 是 因为 从 复 变 函 数 的 角度 看 ,z 一 士 i 是 -二 -z 的 奇 点 ,我 们 所 考虑 的 收敛 半 径 为 1 的 


缘故 . 
还 应 注意 到 ,与 实 变量 宪 级 数 一 样 ,因为 蜂 级 数 在 收敛 圆 内 绝对 收敛 ,所 以 两 个 容 级 数 
在 两 个 收敛 圆 的 公共 部 分 可 以 像 多 项 式 那 样 进行 四 则 运算 (做 除法 时 ,分 母 需 不 为 零 ). 


二 、 一 些 初等 函数 的 泰勒 展 式 


我 们 可 以 利用 泰勒 定理 直接 求 出 系数 C, 而 得 到 一 些 函 数 的 泰勒 展 式 . 这 种 求 函 数 泰勒 
展 式 的 方法 称 为 直接 法 . 由 于 定理 4. 9 中 给 出 的 泰勒 展 式 的 系数 公式 与 实 变 函数 的 情形 完 
全 相同 , 故 所 得 展开 式 也 与 实 变 函数 情形 相同 ,具体 见 下 面 的 例子 . 

例 4.5 求 初 等 函数 e:,sinz,cosz 在 点 z= 二 0 处 的 泰勒 展 式 . 

解 ” 聘 数 e:, sinz,cosz 在 复 平面 上 处 处 解析 ,所 以 它们 对 应 的 泰勒 级 数 的 收敛 半径 
尺 二 十 oo. 下 面 我 们 用 直接 法 将 它们 展开 成 泰勒 级 数 . 


若 F(z) 一 e, 则 
Cc, a A 和 二 1 (元 三 0,1,2,..). 
nl! ni! 
于 是 
”一 > 2 en 2 z LE z” en. 
i 
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类 似 地 ,不 难得 出 


ntl 3 


一 之 一 -we CD 
sinz 一 > (一 A 一 31 i+ 51 (|z| < 十 ce)， 
一 二 Zs 
cosz 一 > (一 re = 1 末 十 而 (|z| 一 十 co). 


泰勒 展 式 的 唯一 性 ， 决定 了 我 们 可 以 采用 任何 可 能 的 方法 将 函数 f(z) 在 某 个 解析 点 的 
邻 域内 展开 为 泰勒 级 数 . 与 实 变 函数 的 情形 一 样 , 把 复 变 函数 展开 成 宪 级 数 常用 间接 法 , 即 
结合 已 知 的 函数 展开 式 , 利 用 和 罕 级 数 的 四 则 运算 、 逐 项 求 导 、 逐 项 积分 及 代 人 法 等 得 到 复 变 
函数 的 寡 级 数 展 开 式 . 

例 4.6 求 下 列 函 数 在 点 xz 一 0 的 泰勒 展 式 . 


ez* 1 
(1) Tz (DT 
(3) ee In(1 十 z) (—x<arg(l+z)<x). 
解 =|0—1|=1. 
由 于 


2 
er 一 人 (|z|< 十 co)， 


一 1 十 z 十 加 十 … (|z|= 1),， 


由 短 级 数 的 乘法 运算 性 质 ( 按 对 角 线 法 ) ,有 


z 2 
ee 


Sn 
+(1+ 主 | 下 有 .十 二 + (|z|= 1). 


(2) 函数 0 二 Jz 有 唯一 奇 点 < 一 一 1, 故 其 泰坦 级 数 的 收敛 半径 R=|0 一 (一 1) | ==1. 
由 于 


I ss 
I =- DY el 


1 ~ ，_ 喜 3 
pe [CC 1)"z"] cS (— 1)” 1 nl ( < 过 1). 
(I +z) 之 > 人 本 


] 
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(3) 由 于 ln(1 十 z) 在 从 z 二 一 1 向 左 沿 负 实 轴 剪 开 的 复 平面 是 解析 的 ,z 一 一 ! 是 该 函数 
距 = 一 0 的 最 近 奇 点 ,因此 ln(1 十 z) 在 点 = 一 0 的 泰勒 级 数 的 收敛 圆 是 |z| 二 1. 由 于 


[laG 十 z] 一 二 =， 


之 


上 一 名 
Pe be "z" (|z|<1), 
在 |z|<<1 内 任 取 从 0 到 z 的 路 线 C， 上 式 两 端 沿 C 逐 项 积分 得 


ee i es 

inG + 2 = | dz 2 D"| =dz 

n+1 
人 

例 4.7 求 函 数 f(z) 一 -二 在 点 = 一 i 的 泰勒 展 式 . 


解 f(z) 有 了 唯一 奇 点 z= 二 1, 故 其 泰勒 级 数 的 收敛 半径 R= |1 一 i| =V2. 将 等 比 级 数 公 式 
代入 可 得 


(|z|<= 1). 


1 1 1 
f(D= 7 


z 1—i—(z—i) 


el /Zid” 2 
-2 (Ei) (dz-il<Y. 


$3 解析 函数 的 零点 及 唯一 性 定理 


利用 解析 函数 的 泰勒 展 式 , 可 推出 解析 函数 的 一 些 更 为 深刻 的 性 质 . 这 一 节 推 出 的 性 
质 , 对 于 实 变 函 数 来 说 是 不 成 立 的 . 为 了 获得 解析 郴 数 的 重要 性 质 , 首先 从 解析 函数 零点 的 
性 质 入 手 . 


一 、 解析 函数 的 零点 


定义 4.7 设 函 数 f(z) 在 解析 区 域 D 内 一 点 a 的 值 为 零 , 则 称 a 为 解析 函数 f(z) 的 零 

注意 ,我们 研究 的 是 解析 函数 的 零点 (当然 处 处 不 解析 的 函数 也 有 零点 ,例如 z 一 0 为 处 
处 不 解析 函数 /(z) 二 z 的 零点 ). 既然 函数 f(z) 在 其 零点 a 处 解析 ,根据 泰勒 定理 , f(z) 在 
点 a 的 邻 域 K :|z 一 a| 天 R (KCD) 内 能 展开 成 寡 级 数 : 


2 | 
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fz) = f(a) (ze— a) + HO (a) + 《Cu = Fa) = 0). 


此 时 只 有 下 列 两 种 情况 : 

(1) 当 n=1,2,… 时 ,f(a)= 二 0, 那 么 f(z) 在 KK 内 恒 等 于 零 . 

(2) 车 f(a)== 了 (a)== 扩 (0)=… 二 "7?(a)==0 ,但 f(a) 关 0( 正 整数 m 之 1), 则 称 a 
为 f(z) 的 m 阶 (或 重 ) 零 点 ,其 中 以 称 为 零点 a 的 阶 (或 重 数 ). 特别 地 , 当 mm 二 1 时 ,a 也 称 为 
f(z) 的 单 零 点 . 

针对 第 (2) 种 情况 ,我 们 有 如 下 定理 , 它 对 判别 零点 的 阶 是 十 分 有 用 的 : 

定理 4. 10 在 区 域 D 内 不 恒 为 零 的 解析 函数 f(z) 以 a€ED 为 m 阶 零点 的 充分 必要 条 
件 是 : 

f(z) = (z— a)"gplz), 

其 中 g(z) 在 点 a 解析 , 且 g(a) 关 0. 

证 ”只 证 必要 性 ,充分 性 的 证 明 留 给 读者 . 

已 知 a 为 f(z) 的 m 阶 零点 ,根据 泰勒 定理 有 


m) 1 十 1) 
f(z)= (sa)" 十 全 二 这 (z 一 C)m+l 十 


a f'™ (a) Fn (a) ee 本 
= (z a)"| i tat? Qa) 十 | 


全 (z 一 a)"p(z)， 

其 中 p(a) 天 0,p(z) 在 点 a 的 邻 域 |z 一 a | 二 R 内 解析 . 

例如 ,对 于 函数 f(z) 二 (x 一 1)(z 十 让? ,z 二 一 i 是 它 的 二 阶 零 点 ,而 z= 二 1 是 它 的 单 零 
点 .应 用 定理 4. 10 判别 零点 的 阶 时 ,不 能 只 看 到 函数 的 表面 形式 就 急于 做 出 结论 ,应 注意 条 
件 : p(z) 在 点 a 解析, 且 g(a) 关 0. 例如 , 设 函 数 f(z) 一 smsinz,z 一 0 实际 是 f(z) 的 四 阶 
零点 . 

我 们 知道 ,一 个 可 微 的 实 变 函 数 的 零点 未 必 是 孤立 的 ,但 对 于 复 变 函数 却 不 然 . 综合 上 
述 结果 ,我们 得 到 如 下 定理 : 

定理 4.11 设 函 数 f(z) 在 点 a 解析 且 不 恒 为 零 , 并 且 a 是 它 的 一 个 零点 , 则 存在 a 的 
邻 域 ,在 此 邻 域内 a 是 f(z) 的 唯一 零点 . 

此 定理 说 明 ,不 恒 为 零 的 解析 函数 f(z) 的 零点 必 是 孤立 的 . 这 就 不 难 推 出 如 下 结论 : 

推论 。 若 函数 F(z) 在 天 : |z 一 a | <<R 内 解析 ,z= 二 a 是 f(z) 的 零点 的 一 个 聚 点 , 则 在 KK 
内 f(z) 寺 0. 

特别 地 , 若 f(z) 在 解析 区 域 K 内 的 某 一 子 区 域 或 一 小 段 弧 上 为 零 , 则 f(z) 在 K 内 恒 为 
零 . 

由 这 一 性 质 出 发 ,我们 可 得 到 解析 函数 的 内 部 唯一 性 定理 . 
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二 、 上 唯一 性 定理 


定理 4. 12( 崔 一 性 定理 ) 设 函 数 f1(z) 和 户 (z) 在 区 域 D 内 解析 ,又 设 在 D 内 有 一 个 
收敛 于 aED 的 点 列 {z,} (zs 了 a), 且 有 Cz) 二 fa《(zs)Cn 二 1,2,…), 则 f(z) 和 fi(z) 在 D 
内 恒 等 . 

证 设 Flz)==f1(z) 一 f(z), 则 F(z,)= 二 0(n 二 1,2,…). 下面 只 需 证 明 对 于 DD 中 任意 
一 点 5ED,F(5) 二 0 即 可 . 

因为 DD 是 连通 的 ,所 以 存在 D 内 的 一 条 折线 工 连接 a ,5b. 设 L 到 边界 的 最 短 距离 为 d. 
由 于 世 是 可 求 长 的 , 故 在 世上 存在 ”十 1 个 点 

Q& 一 ay aa 一 六 
且 相 邻 两 点 a;-1 到 a; 之 间 的 折线 长 度 不 超过 4 /2. 
由 已 知 条 件 z, 一 a (nn 一 oo) 及 F(z) 在 点 a 的 连续 性 知 
0 = limF(z,) = Fllimz,) = F(a). 
可 见 a 是 F(z) 的 非 孤 立 零 点 , 由 定理 4. 11 的 推论 可 知 ,在 Ko:|z 一 ao | 二 d/2 内 F(z) 二 0. 
作 圆 Ki :|z 一 a | 二 d/2, 显 然 有 Ko 站 Ki 关 O. 在 Ki 内 重复 应 用 定理 4. 11 的 推论 即 知 在 
Ki 内 F(z) 二 0. 由 此 重复 n 次 ,可 得 在 K,:|z 一 a | 二 4d/2 内 F(z) 三 0,6 一 a, EK,. 特别 地 ， 
F(6)==0. 由 5 的 任意 性 , 故 证 明了 在 D 内 F(z) 志 0, 即 
(2z)= f(z), zz ED. 
例 4.8 是 否 存在 在 原点 z==0 解析 的 函数 f(z) ,满足 条 件 


/(2)= f(- 吉 )= 误 (一 1,2，…)3? 


n 


1 1 1 
A rd) 
由 唯一 性 定理 知 ,在 点 = 一 0 的 邻 域内 f(z) 二 p(z) 二 z. 当然 f(z) 二 zz 也 满足 
j (去 )= 7( 一 却 ) = 二， 


故 即 为 所 求 . 

由 唯一 性 定理 我 们 可 以 推 得 : 若 在 区 域 D 内 解析 的 函数 fi1(z) 和 f(z) 在 DD 内 某 一 子 
区 域 (或 一 小 段 弦 ) 上 相等 , 则 它们 必 在 区 域 D 内 恒 等 . 进而 也 可 以 得 到 : 一 切 在 实 轴 上 成 立 
的 恒等式 ,只 要 恒等式 的 等 号 两 边 在 复 平面 上 都 是 解析 的 ,那么 它 在 整个 复 平 面 上 也 成 立 . 


例如 ,sin?z 一 -一 名 < 在 整个 复数 域内 是 成 立 的 . 这 是 因为 等 号 两 边 的 函数 在 复 平面 上 解 
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析 ,并且 在 实 轴 上 等 号 左右 两 边 又 相等 . 
另外 ,应 用 唯一 性 定理 ,在 实数 域 中 常见 的 一 些 初 等 函数 的 震级 数 展开 式 都 可 以 推广 到 
复数 域 上 来 . 例如 ,已 知 


3 和 
人 ， ZE (一 ce， 十 ce)， 


显然 备 级 数 = 一 对 十 于 十 … 的 收 全 半径 R 一 十 co, 即 它 表 示 复 平面 上 的 一 个 解析 函数 f(z). 
因为 sinz 在 整个 复 平面 上 解析 ,在 实 轴 上 又 有 f(z) 二 sinz, 因 此 根据 唯一 性 定理 ,有 
sinz 一 = 一 到 十 权 十 … (|z|<+ 0). 


唯一 性 定理 反映 了 解析 函数 特有 的 性 质 ,可 以 看 做 柯 西 积分 公式 的 补充 定理 . 唯一 性 定 
理 表明 ,所 数 在 其 解析 区 域内 有 聚 点 的 点 列 上 的 值 完 全 决定 了 它 在 整个 区 域内 的 值 . 更 进 一 
步 地 ,一 个 区 域 上 的 解析 函数 , 若 能 解析 延 拓 到 更 大 区 域 上 的 解析 函数 , 则 延 拓 一 定 唯 一 . 事 
实 上 ,如 果 解 析 延 拓 到 更 大 区 域 上 得 出 两 个 解析 函数 , 则 由 于 这 两 个 解析 函数 在 原 区 域 上 相 
等 ,由 唯一 性 定理 在 大 区 域 上 是 恒 等 的 . 


三 、 最 大 模 原 理 


我 们 很 容易 找到 一 个 在 开 区 间 上 有 任意 阶 导 数 的 实 变 函数 , 且 其 在 该 开 区 间 内 能 取 到 
最 大 值 . 但 对 解析 函数 来 说 ,这 种 情况 就 不 会 发 生 了 .下 面 借助 解析 函数 的 唯一 性 定理 和 柯 
西 积分 公式 ,我 们 推导 解析 函数 的 另 一 个 特有 的 性 质 一 一 最 大 模 原 理 . 

定理 4. 13( 最 大 模 原 理 ) 设 f(z) 是 区 域 D 内 的 解析 函数 且 不 恒 为 常数 , 则 | f(z) | 在 
D 内 任何 点 都 取 不 到 最 大 值 . 

证 用 反 证 法 .假设 | f(z) | 在 D 内 一 点 z。 处 达到 最 大 值 , 即 

[fz0) | 1f(z)|, z ED. (4. 8) 

作 zx 的 邻 域 K: |z 一 zo | 过 R, 使 得 KCD. 取 任 意 L; |z 一 zo | 一 p (0<p<R). 下面 证 明 在 L 
上 必 有 


f(D=f(2), LEL. (4. 9) 
仍 用 反 证 法 . 假设 在 工 上 (4. 9) 式 不 成 立 , 则 必 存 在 zi 二 zo 十 pe% EL ,使 得 
| fl(z0)|> | f(z2)|. 
由 f(z) 在 LL 上 连续 ,于 是 必 存 在 9. 一 69<01 十 6 (0>0) ,使 得 当 5 一 z 十 pe 时 ,有 
[fC01= |fCzotpe’) |< | f(z0)|. (4. 10) 
再 由 柯 西 积 分 公式 和 解析 函数 平均 值 定理 (定理 3. 10) 式 , 则 在 工 上 有 
lrco1= | 去 | Lat|- 去 | (ze + pe’) db 
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Je re 


< 云 [| | fem + pe 1d9 < 17cm)|， 
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矛盾 ,从 而 在 LL 上 必 有 (4.9) 式 成 立 . 

由 工 的 任意 性 , 必 有 | f(z) | 三 | f(z)|(zEK) ,于 是 由 习题 二 的 第 6 题 知 , f(z) 在 K 内 恒 为 
常数 . 再 由 解析 函数 唯一 性 定理 知 , f(z) 在 D 内 恒 为 常数 . 这 与 假设 矛盾 ,从 而 定理 结论 成 立 . 

事实 上 , 若 区 域 D 内 的 解析 函数 f(z) 其 模 在 DD 的 内 点 达到 最 大 值 , 则 f(z) 必 和 恒 为 常 
数 . 由 最 大 模 原理 我 们 还 可 以 推 得 : 若 函 数 f(z) 在 有 界 区 域 DD 内 解析 且 不 恒 为 常数 ,并 在 
闭 域 万 = D 二 3D 上 连续 , 则 |f(z) | 必 在 DD 的 边界 上 达到 最 大 值 . 

例 4.9 设 函 数 f(z) 二 cosz, 证 明 : 在 任何 圆周 |z| ==r 上 都 存在 点 z, 使 得 | cosz| 之 1. 

证 因为 f(z) 二 cosz 在 复 平面 上 解析 , 且 不 恒 为 常数 ,又 | /0) | 二 |cos0|= 二 1, 所 以 由 
最 大 模 原理 ,在 任何 圆周 |z| 二 =r 上 都 存在 点 = ,使 得 | cosz| 1. 

最 大 模 原理 是 解析 函数 的 又 一 个 重要 性 质 . 最 大 模 原 理 表明 : 解析 函数 在 区 域 边界 上 
的 最 大 模 可 以 限制 区 域内 的 最 大 模 . 它 使 最 大 模 成 为 研究 解析 函数 ,尤其 是 研究 全 复 平面 上 
的 解析 函数 一 一 整 函数 的 有 力 工 具 . 


34 洛 朗 级 数 


在 8》2 中 ,我 们 讨论 了 解析 函数 在 圆 形 区 域内 可 展开 成 泰勒 级 数 . 下 面 讲述 解析 函数 在 
圆 环 内 的 级 数 展开 . 所 得 到 的 级 数 便 是 洛 朗 级 数 . 我 们 还 将 以 它 为 工具 研究 解析 函数 在 孤 
立 奇 点 去 心 邻 域内 的 性 质 . 


一 、 洛 朗 级 数 
短 级 数 的 一 个 自然 推广 ,就 是 如 下 的 洛 衣 (Laurent) 级 数 : 
定义 4.8 形 如 
SS na CR 
C0 a + 十 Co 
十 CCz 一 ao) 十 … 十 CCz 一 a)" 十 … (4. 11) 


的 级 数 称 为 洛 朗 级 数 ,其 中 C, 和 a 是 复 常 数 . 

当 C-, 二 0 (z 一 1,2,…) 时 ,级 数 (4. 11) 即 为 寡 级 数 ， 

洛 朗 级 数 (4. 11) 是 由 包含 x 一 a 的 非 负 寡 项 部 分 和 负 宕 项 部 分 构成 的 , 现 分 别 讨论 二 者 
的 收敛 范围 及 和 函数 ， 
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(GD 引 C,(z 一 4a)" 这 是 一 个 军 级 数 ,在 其 收敛 加 Ki:|z 一 a| 二 R (0 二 R<+oo) 内 绝 
对 收敛 目 内 闭 -一致 收 笋 于 某 一 解析 函数 C2) 
(2) 5 CCz 一 a)". 作 变换 二 (z 一 a)-1, 则 得 到 一 个 关于 的 震级 数 
Cie One Fi Cae 
它 在 其 收 敏 圆 Ks: |8| < 上 (0 < 工 二 + co) 内 绝对 收敛 且 内 闭 -一致 收敛 于 某 解 析 函 数 


g(. 由 | | 一 ee 
敏 且 内 闭 一 致 收敛 于 某 一 解析 函数 f(z). 

综合 上 述 两 种 情况 , 当 ><R 时 ,级 数 (1) 与 (2) 有 公共 收敛 圆 环 互 : +r 二 |z 一 a | 二 R, 此 
时 洛 朗 级 数 (4. 11) 在 其 收敛 圆 环 互 : r 过 |z 一 a | <R 内 绝对 收敛 且 内 闭 一 致 收敛 ,其 和 函数 
广 (z) 十 户 (z) 为 解析 函数 . 

对 于 短 级 数 在 收敛 圆 内 所 具有 的 性 质 , 洛 朗 级 数 在 收敛 圆 环 内 也 具有 ,如 级 数 (4. 11) 在 
收敛 圆 环 内 的 和 函数 是 解析 的 ,而 且 可 逐 项 求 导 与 逐 项 积分 . 与 寡 级 数 一 样 ,考虑 相反 的 问 
题 : 在 圆 环 内 解析 的 函数 是 否 可 以 展开 为 洛 朗 级 数 ? 下 面 我 们 来 证 明 答案 是 肯定 的 . 


二 . 洛 朗 定理 


定理 4. 14( 洛 朗 定理 ) 在 圆 环 互 : +r 二 |z 一 a| 二 R (> 辫 0,R 委 十 ce) 内 解析 的 函数 f(z) 
必 可 展开 成 洛 朗 级 数 


| 
一 二 知 , > C(x 一 0)" 在 Ks:|z 一 a| 之 r (0 过 7< 二 oo) 内 绝对 收 


f(z) = Sr, (4. 12) 
其 中 
el f(D 一 过 
C， 一 27 训 CE (n 0, 士 1， 十 2， )， 《4. 13) 
这 里 工 为 圆 环 瓦 内 围绕 点 a 的 任意 一 条 正 向 简单 闭 曲 线 ; 并 且 
展 式 是 唯一 的 . 


证 如 图 4.2 所 示 , 设 z 为 互 内 任意 一 点 ,在 五 内 作 两 个 正 
向 圆周 
Li: |z—al|=p 与 L,: |z—a|=p;， 
使 得 ~<o<|z 一 a|<m<R, 即 点 = 位 于 工 : 与 L; 之 间 , 则 f(z) 
在 以 Lr 十 L 为 边界 的 闭 圆 环 上 解析 . 根据 柯 西 积分 公式 ,得 
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/94 _1fr f0, 
f(z)= 于， 此 2niL 1 一 这 中 
A Rk (4.14) 
对 (4. 14) 式 的 第 一 个 积分 a , 当 EL: 时 ， I = Se 
1 加 1 , (z— a)” 
5 一 > Et-a ,_ za 2 
5 一 4 


上 式 对 5EL: 是 一 致 收敛 的 . 又 因为 F(9) 在 工 上 解析 , 故 Fo 在 志 上 有 界 . 可 将 上 式 代 入 
(4. 14) 式 第 一 个 积分 五 中 , 逐 项 积分 得 


让 Lg =- 了 | 二 | a Ed |) 


2xiJi, “一 后 L2xiJc (CC—a)"t! 
对 (4. 14) 式 的 第 二 个 积分 1, 当 YELi 时 ,| 一 “| = 一 1, 故 
z—a 和 
1 _ 1 ,1 vt a) 
5 一 z zz 一 4 1 _ 改 一 4 (za) 


与 第 一 个 积分 了 的 讨论 情形 类 似 , 上 式 对 5ELi 是 一 致 收敛 的 , 且 f(5) 在 Ll 上 有 界 ,可 将 
上 式 代 人 (4. 14) 式 第 二 个 积分 I; 中 , 逐 项 积分 得 


,ls 和 Tl f(D i 
| 和 - 忆 [ 直 |， gp a) -+ 


和 > [去 |, A dl — a)™, 


nn 二 


因此 ,由 (4. 14) 式 有 
fz) = 21C(z 一 0 十 2 CCz 一 0 一 DC,(z—a)’, 
n=0 n=1 n= 00 


其 中 系数 
if AD = 芝 
2riJr， Ca BA 
C, = 
本 f(0) 


2 


在 圆 环 互 内 任 取 围绕 点 a 的 简单 闭 曲线 工 , 应 用 多 连通 区 域 柯 西 积分 定理 ,可 以 把 以 上 两 式 
统一 表示 为 (4. 13) 式 . 
唯一 性 的 证 明 留 给 读者 . 
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定义 4.9 (4. 12) 式 称 为 函数 f(z) 在 点 a 的 洛 朗 展 式 ,而 由 (4. 13) 式 给 出 的 系数 
C, (n= 二 0, 士 1, 土 2,…) 称 为 洛 朗 系数 . 

圆 可 看 成 圆 环 的 特殊 情况 ,所 以 当 函 数 f(z) 在 K;|z 一 a| 二 R 内 解析 时 ,在 K 内 可 以 
做 出 洛 朗 级 数 . 根据 柯 西 积 分 定理 ,这 时 洛 朗 级 数 的 负 赛 部 分 的 系数 均 为 零 ,从 而 洛 朗 级 数 
就 转化 成 为 泰勒 级 数 , 因 此 泰勒 级 数 是 洛 朗 级 数 的 特殊 情形 . 但 就 一 般 来 说 , 当 f(z) 在 圆 环 


Hr < 1z 一 “| 一 及 内 解析 时 ,与 系数 不 同 的 是 , 洛 妆 系 数 C, 一 如， zz 上 <i 息 并 


不 等 于 2 (n 二 0,1,2,…) ,这 是 由 于 f(z) 在 点 a 不 解析 . 


同样 依据 洛 朗 展 式 的 唯一 性 ,我 们 可 以 采用 任何 可 能 的 方法 将 贺 环 内 的 解析 函数 展开 
为 洛 朗 级 数 . 例如 我 们 可 以 利用 直接 求 洛 朗 系 数 的 直接 法 求 得 一 些 函 数 的 洛 朗 展 式 . 而 有 
时 求 积分 是 较为 困难 的 ,所 以 通常 情况 也 是 用 间接 法 , 即 应 用 备 级 数 的 四 则 运算 、 逐 项 求 导 、 
逐 项 积分 及 换 元 法 将 f(z) 在 指定 的 圆 环 内 展开 为 洛 朗 级 数 . 


a 1 
例 4.10 求 函 数 f(2) Ta 在 下 列 圆 环 内 的 洛 朗 展 式 : 


(1) 1<|z|<2; (2) 0<|z—1|<1; (3) 1 一 | x 一 21 天 十 ce， 
解 f(z) 在 所 给 三 个 圆 环 内 解析 , 且 有 


f(z) A 


z 一 2 > 一] 下 
(1) 在 1 一 |z| 到 2 内 ， 汉 < 一 1 及 | 二 | <1 成 立 ,于 是 有 
一 1 一 1 zx < 1 
f(z)= 三 = 5 
人 
2 
一 一 Br 
n=0 n=1 
(2) 在 0 二 |z 一 1| 过 1 内 ,有 
sl 1 -1 1 
0 
本 1 
一 Dz 1) z= 


= 


(3) 在 1 一 |z 一 2| 到 十 cc 内 ， 


1 
二 |<: 成 立 , 故 有 


1 1 1 1 
一 一 人 
之 一 2 zx 一 2 十 1 之 一 2 Gz—2) (1+ 1 ) 
zz—2 
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这 一 例子 说 明 , 同 一 函数 在 不 同 的 圆 环 内 的 洛 朗 展 式 是 不 同 的 . 另外 , 当 f(z) 为 有 理 分 
式 函 数 时 ,应 先 分 解 /(z) 为 部 分 分 式 , 然 后 展 为 洛 朗 级 数 . 
例 4.11 求 下 列 函 数 在 点 z=0 的 去 心 邻 域 0<<|z| 二 十 吕 内 的 洛 朗 展 式 : 


(1) ne (2) oa (3) e: 十 ez. 
z z 
解 ”这 三 个 函数 在 0 二 |z| 过 十 内 均 解 析 , 于 是 
sinz I 1)"z” i oe 
es 
ll_zm OD) :1.1.1.... 
(2) deos TF -HH TO 一 21 i+ 好 (0 < |=| < 十 co). 


C3 =2+ 苛 站 .去 (0<< |z|<+co)， 
关 一 】 


实际 上 ,z=0 ey 下 面 给 出 孤立 奇 点 的 定义 . 
三 、 解析 函数 的 孤立 奇 点 


定义 4.10 若 点 z==a 为 函数 f(z) 的 一 个 奇 点 ,并 且 f(z) 在 点 a 的 某 一 去 心 邻 域 
K 一 {a); 0 之 |z 一 a|<R 内 解析 , 则 称 a 是 f(z) 的 一 个 孤立 奇 点 . 
I a nd I a 


求 .例如 ,函数 f(z) 二 = Fy 以 zx 一 0 和 zx 一 一 1 为 孤立 奇 点 . 注意 ,不 能 认为 函数 的 奇 点 


都 是 孤立 的 . 例如 ,z=0 是 函数 f(z) = 了 的 奇 点 ， z 一 汪 (一 土 1, 土 2,…) 也 是 它 的 奇 


sin -一 
之 


点 , 且 以 z=0 为 极限 点 ,显然 不 存在 点 一 0 的 一 个 去 心 邻 域 ,使 得 f(z) 在 该 邻 域 内 解析 ,于 
是 一 0 为 非 孤 立 奇 点 . 

由 孤立 奇 点 的 定义 和 洛 朗 定理 , 若 a 是 函数 f(z) 的 一 个 孤立 奇 点 , 则 必 存 在 一 个 去 心 
邻 域 0 二 |z 一 a| 二 R, 使 得 f(z) 在 此 去 心 邻 域内 解析 并 有 洛 朗 展 式 : 


f(z) = D) Cz—a)". (4. 15) 


我 们 称 (4. 15) 式 中 洛 朗 级 数 的 非 负 等 部 分 > C,(z 一 a)" 为 1(z) 在 点 。 的 正则 部 分 或 解析 
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部 分 ,而 称 负 短 部 分 1C,(z 一 a)" 为 /(z) 在 点 a 的 主要 部 分 或 奇异 部 分 . 


定义 4.11 设 z=< 为 函数 请 z) 的 孤立 奇 点 . 
(1) 如 果 f(z) 在 点 a 的 主要 部 分 为 零 , 则 称 a 为 f(z) 的 可 去 奇 点 . 
(2) 如 果 f(z) 在 点 a 的 主要 部 分 为 有 限 多 项 , 则 称 a 为 1(z) 的 极点 . 若 其 主要 部 分 为 


Ce i es 


(z— a)” (z—a): zz—a 
则 称 a 为 f(z) 的 m 阶 极点 . 特别 地 , 当 区 ==1 时 ,一 阶 极 点 也 称 为 单 极点 . 
(3) 如果 f(z) 在 点 a 的 主要 部 分 为 无 限 多 项 , 则 称 a 为 f(z) 的 本 质 奇 点 . 


例如 ,从 洛 朗 展 式 的 主要 部 分 可 见 ,0 分 别 是 函数 59z ,23z 及 sin 一 的 可 去 奇 点 、 单 极 


点 及 本 质 奇 点 . 
以 下 几 个 定理 分 别 描述 了 解析 联 数 在 三 类 孤立 奇 点 的 性 质 , 也 给 出 了 三 类 孤立 奇 点 的 
判别 法 . 首先 对 于 可 去 奇 点 有 如 下 定理 所 述 的 特征 : 
定理 4.15 若 a 为 函数 f(z) 的 孤立 奇 点 , 则 下 列 三 个 条 件 等 价 : 
(1) a 为 f(z) 的 可 去 奇 点 , 即 f(z) 在 点 a 的 主要 部 分 为 零 ; 
(2) limf (z)=C, (#0%0); 
(3) f(z) 在 点 a 的 某 一 去 心 邻 域内 有 界 . 
证 (1)=>(2): 由 (1) 知 ,在 点 a 的 某 一 去 心 邻 域 0 二 |z 一 a | 二 R 内 ,有 
f(z) 一 Co 二 CCz 一 a) 十 … 十 CCz 一 ao" 十 …， 
于 是 limj(z) 一 C。 (天 co). 
(2) 二 >(3): 由 (2) 知 ,对 任 给 的 es 盖 0, 存 在 8$>0, 使 得 当 0<|z 一 zc|<8 时 ,人 恒 有 
| FGz) 一 Co|<e, 从 而 
[fz2)1— 1G |<e =>|f(z)|< |G |+e (= AM)， 
即 f(z) 在 点 a 的 去 心 邻 域 0 二 |z 一 a| <$ 内 有 界 . 
(3) 一 (1): 由 于 a 为 函数 f(z) 的 孤立 奇 点 , 且 f(z) 在 点 a 的 某 一 去 心 邻 域内 有 界 , 因 
此 必 存 在 8>0, 使 得 f(z) 在 0 二 |z 一 a| 过 6 内 解析 , 且 | f(z) | 二 M CM>0 为 菜 常 数 ). 设 工 
为 圆周 |z 一 a | 过 po (0 过 p< 过 6) , 则 由 洛 朗 系数 公式 (4. 13) 有 


ir fw 1 fC0| 
og |C..|= | atl< | 5 一 ca 一时 ， 
人 


这 2 于 


令 po 一 0, 必 有 C-,= 一 0 (n 二 1,2,…), 即 f(z) 在 点 a 的 主要 部 分 为 零 . 
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由 此 可 见 , 适 当地 改变 f(z) 在 点 a 的 值 , 即 补充 定义 f(a) 一 limf (x) 二 Co( 隆 00) ,就 可 


以 把 奇异 性 消除 ,使 a 成 为 1(z) 的 解析 点 . 这 就 是 可 去 奇 点 名 称 的 由 来 .今后 再 谈 到 可 去 奇 
点 时 ,我 们 可 以 把 它 当做 解析 点 看 待 . 


例如 ,zx 二 0 是 函数 F(z) 一 cosz 的 可 去 奇 点 ,这 是 因为 


之 十 Sinz 
€’COSZ . ercosz 十 ex( 一 Sinz) 1 
lim i 一 过。 
z*“*0 之 十 Sinz ze0 1 十 cosz 


其 次 ,对 极点 的 判定 ,有 下 面 的 定理 : 
定理 4.16 若 a 为 函数 A(z) 的 孤立 奇 点 , 则 下 列 四 个 条 件 等 价 : 
(1) a 为 f(z) 的 m 阶 极点 , 即 f(z) 在 a 的 主要 部 分 为 
二 i CC C-: 

(z 一 CD) (z—a): zz 一 Q 
(2) f(z) 在 点 4 的 某 一 去 心 邻 域 0 二 |z 一 a | 过 R 内 能 表 成 
plz) 


(C, 0); 


f(z) = 


z 一 am 
其 中 p(z) 在 点 4 解析 , 且 g(a) 关 0; 
(3) lim(z—a)”"f(z)0; 
(4) &( 四 一 郊 柯 以 点 a 为 中 阶 零点 (可 去 奇 点 看 做 解析 点 ). 
证 (1)=>(2); 由 (1) 知 ,jz) 在 点 a 的 某 一 去 心 邻 域 0 二 |z 一 a| 二 R 内 可 表示 成 


Ci 
(z— a) 


和 
攻 


— a) 


十 DD)C,(z—a)" 
一 LC Ge CE 
A _9(z) 
(z—a)” 
其 中 pg(z) 在 |z 一 a | 过 R 内 解析 , 且 p(a) 王 C-。 天 0， 
(2) 一 >(3): 由 (2) 知 lim(z—a)"f(z)—9(a)A0. 
(3) 二 >(1) ;已 知 a 为 函数 f(z) 的 孤立 奇 点 , 则 孙 数 (z 一 a)"f(z) 在 a 的 某 一 去 心 邻 域 
0 过 |z 一 a|<6 内 以 a 为 孤立 奇 点 , 且 由 (3) 知 a 为 它 的 可 去 奇 点 . 定义 
(z—a)"f(z), 0<|z—al<5, 
Ca 之 一 Q， 
则 pg(z) 在 点 a 解析 ,和 且 有 泰勒 展 式 
p(z) 一 C 十 CH(z 一 a) 十 …，|z 一 a| 到 1. 


〈(C-m 天 0)， 


9p(z) = 
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于 是 , 当 0<|z 一 a|<8 时 ,有 
f(z) = 


这 就 得 到 了 (1). 
以 上 论证 表明 (1)<e(2)< (3). 另外 ,明显 地 有 (2)<e (4). 证 毕 . 
下 述 定 理 也 能 说 明 极 点 的 特征 ,其 缺点 是 不 能 指明 极点 的 阶 . 
定理 4.17 函数 f(z) 的 孤立 奇 点 a 为 极点 的 充分 必要 条 件 是 : 
limf (z) 一 00, 


1 My Cs Ca WE 
A i 


a)” (z 一 Q)” 1 


证 函数 f(z) 以 a 为 极 点 的 充分 必要 条 件 是 52 ) 以 “ 为 零点 ， 由 此 知 定理 为 真 . 


例如 ,对 于 函数 f(z) = 


z 一 1,z 一 一 1/2 为 极点 . 

最 后 ,关于 本 质 奇 点 的 判别 条 件 ,我 们 有 下 面 的 结论 : 

定理 4.18 若 a 为 函数 f(z) 的 孤立 奇 点 , 则 下 列 两 个 条 件 等 价 : 

(1) a 为 f(z) 的 本 质 奇 点 , 即 f(z) 在 点 a 的 主要 部 分 有 无 限 项 ; 

(2) limf(z) 不 存在 (不 存在 有 穷 或 无 穷 极限 ). 

这 一 定理 的 证 明 由 定理 4. 15(2) 和 定理 4. 17, 结 合 孤 立 奇 点 分 类 的 特点 一 一 穷 举 性 和 
互 斥 性 ,利用 排除 法 即 可 得 到 . 

19 世纪 70 年 代 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 和 皮卡 (Picard) 先 后 给 出 了 定理 ,描述 出 解析 函数 在 本 
质 奇 点 邻 域内 的 特征 ,这 些 是 解析 函数 值 的 分 布 理 论 的 早期 结果 .下面 的 定理 就 是 著名 的 皮 
卡 定理 : 

定理 4.19 4 为 函数 f(z) 的 本 质 奇 点 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任何 复数 A 尖 ce ,至 多 有 
一 个 例外 ,在 a 的 某 一 去 心 邻 域内 , 必 存 在 一 列 互 异 的 z,->a(n 一 co) ,使 得 

f(zi)=A (n=1,2,.). 


我 们 略 去 该 定理 的 证 明 , 仅 举 一 例 来 说 明 这 个 定理 , 容易 知道 > 一 0 是 函数 f(z) =e* 的 一 


个 本 质 奇 点 . 虽然 方程 e* 一 0 无 解 ,但 是 除去 这 个 例外 ,对 任意 有 限 复数 A 了 0, 方 程 e* 二 A 
的 解 为 


es 1 Se Cr 
Ty ， 有 limf(z) =%, lim f(z) 一 co, 从 而 它 以 


1 1 
二 一 一 一 一 一 一 Ek 二 0, 二 1, 十 2,… 9. 
“i . 


并 且 显 然 z==0 是 这 些 解 的 一 个 聚 点 . 
例 4.12 指出 函数 f(z) 一 t 和 g(z) 一 二 二 


一 二 的 所 有 有 限 奇 点 ,并 指出 其 为 何 种 类 
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型 的 奇 点 . 
解 (1) f(x) 一 e* 的 有 限 奇 点 为 z=0. 因 limf(z) 不 存在 (lime 不 存在 ), 故 = 一 0 是 
f(z) 的 本 质 奇 点 . 这 也 可 从 它 在 * 一 0 的 洛 朗 展 式 
ex 一 1 雯 十 … 十 让 去 十 … 
的 主要 部 分 有 无 限 多 项 得 出 . 
(2) g(z) 一 二 -一 十 的 所 有 有 限 奇 点 为 z, 一 2hri (h 一 0, 土 1, 士 2，…). 


到 
当 zo 二 0 时 ,有 
、 1 _1\ ,. z—e+l ,1l—e 
ai 2 )= lim z(e 一 上 ) is 2z 
因此 z= 二 0 是 可 去 奇 点 . 
当 一 2hni 关 0 时 ,因为 x 是 ef 一 1 的 一 阶 零点 ,于 是 = 是 二 的 一 阶 极点 ;而 = 是 


a 
2 ， 


去 的 解析 点 ,所 以 zs 是 g(z) 的 一 阶 极点 . 


以 上 讨论 了 解析 函数 在 有 限 孤 立 奇 点 邻 域内 的 性 质 . 事实 上 ,函数 f(z) 在 无 穷 远 点 oo 
总 是 无 意义 的 ,所 以 无 穷 远 点 oo 是 函数 f(z) 的 奇 点 . 现在 我 们 来 讨论 函数 在 无 穷 远 点 oo 邻 
域内 的 性 质 . 

四 、 解析 函数 在 无 穷 远 点 的 性 质 

定义 4.12 车 函 数 f(x) 在 无 穷 远 点 oo 的 去 心 邻 域 Ni 一 {coo}: r<<|z|<< 十 %% (7 宕 0) 
内 解析 , 则 称 oo 为 f(z) 的 一 个 孤立 奇 点 . 

设 函 数 /(z) 在 <|z|<< 十 co (7 之 0) 内 解析 ( 即 oo 为 其 孤立 奇 点 ). 作 变换 z 一 三 , 则 
有 z 一 co < z 二 0, 且 该 变换 将 之 平面 无 穷 远 点 Co 的 去 心 邻 域 7<< |z| 二 十 oo (r 之 0) 变 换 
成 x" 平面 的 去 心 邻 域 0 二 |z | < 二 令 f(2)=/ (7)-p(e) ,显然 此 时 有 结论 : 

(1) f(z) 在 7 过 |z| 过 十 co (7r 之 0) 内 解析 > p(z 在 0 二 |z | 二 二 内 解析 ; 


(2) z 一 ce 是 f(z) 的 孤立 奇 点 人 > = 一 0 是 p(x ) 的 孤立 奇 点 . 
定义 4.13 车 x 一 0 为 plz) 的 可 去 奇 点 ,m 阶 极点 或 本 质 奇 点 , 则 相应 地 称 oo 为 f(z) 的 
可 去 奇 点 ,m 阶 极点 或 本 质 奇 点 . 


设 w(z) 在 0 一 |z | 一 二 内 的 洛 朗 展 式 为 


93 


第 四 章 ”解析 函数 的 级 数理 论 


了 十 Go 十 Ciz 十 十 Cz 十 …. 


4 


C _， C 
ba n 


显然 ,p(x ) 在 点 z 一 0 的 主要 部 分 为 上 式 级 数 的 负 宕 部 分 . 值得 我 们 注意 的 是 ,在 <|z| < 
二 co (这 0) 内 ,f(z) 一 g( 三 ) 有 洛 朗 展 式 


f(z) = 二 Cer 十 十 Cz 十 Gy 十 各 十 下 十 名 十 …， 


或 写成 
ER et (4. 16) 


可 见 , 对 应 于 p(z ) 在 点 xz 二 0 的 主要 部 分 , f(z) 在 点 z 一 oo 的 主要 部 分 实际 为 级 数 (4. 16) 的 
正 竹 部 分 . 

根据 孤立 奇 点 的 判定 条 件 ( 定 理 4.15 一 定理 4. 18) ,相应 地 有 以 下 结果 : 

定理 4.15” 若 zx 一 co 为 函数 f(z) 的 孤立 奇 点 , 则 下 列 三 个 条 件 等 价 : 

(1) z= 二 co 为 f(z) 的 可 去 奇 点 , 即 f(z) 在 点 z= 二 00 的 主要 部 分 为 零 ((4. 16) 式 中 不 含 = 
的 正 寡 项 ) ; 

(2) limf(z) 存 在 且 其 值 有 限 ， 

(3) f(z) 在 点 zx 一 co 的 某 一 去 心 邻 域内 有 界 . 

定理 4.16” 若 zx 一 co 为 函数 f(z) 的 孤立 奇 点 , 则 下 列 四 个 条 件 等 价 : 

(1) z 一 co 为 f(z) 为 m 阶 极 点 ,; 即 f(z) 在 点 z= 二 oo 的 主要 部 分 为 

clz 十 cz 对 十 十 cnzm (cns 天 0)3 
(2) f(z)= 二 z”"p(z), 其 中 g(z) 在 点 z= 二 oo 解析, 且 p(ce) 天 0; 


(3) lim 志 f(z) #0; 

(4) go 一 元 柯 以 z 二 co 为 区 阶 零点 

定理 4.17′ 函数 f(z) 的 孤立 奇 点 z 二 oo 为 极点 的 充分 必要 条 件 是 ， 

limf(z) = ce. 

定理 4. 18′ 若 zx=co 为 函数 f(z) 的 孤立 奇 点 , 则 下 列 两 个 条 件 等 价 : 

(1) z 王 co 为 f(z) 的 本 质 奇 点 , 即 f(z) 在 点 zx 一 co 的 主要 部 分 有 无 穷 多 项 ((4. 16) 式 中 
有 无 穷 多 项 x 的 正 短 项 不 为 零 ); 

(2) limf(z) 不 存在 (不 存在 有 穷 或 无 穷 极限 ) 

例 4.13 对 下 列 函 数 确 定 奇 点 z= 二 0 的 类 型 


$4 洛 朗 级 数 


(1) 下 (2) e-=; (3) 时 十 2. 
三 二 
解 (1) 因 limj 寺 zz 2 2 , 故 z 是 守之 的 可 去 奇 点 . 
(2) 因为 在 |z| 二 十 内 有 
Fr a 2 pe es n 过 PP 
er el z 二 51 十 ( 1)” 5 十 ， 


可 见 在 洛 朗 级 数 中 有 无 穷 多 项 z 的 正 稀 项 不 为 零 , 故 z= 二 co 是 e “的 本 质 奇 点 . 
(3) 在 1 二 |z| 二 十 2 内 有 洛 朗 展 式 


机 le 


元 21z2 nlz 
所 以 z= 是 er 十 zz 的 二 阶 极点 . 
五 . 整 函 数 与 亚 纯 函 数 


我 们 知道 , 整 函数 是 指 在 整个 z 平 面 上 解析 的 函数 . 多 项 式 函 数 是 一 种 最 简单 的 整 函 
数 . 显然 ,无 穷 远 点 co 是 整 函 数 的 唯一 孤立 奇 点 , 整 函数 f(z) 在 无 穷 远 点 ce 的 洛 朗 展 式 也 
就 是 泰勒 展 式 : 


fz) = DP Cz (|z|<+ 0), 
n=0 


即 f(z) 在 点 = 一 co 的 主要 部 分 为 > C2" ,正则 部 分 为 Co. 若 上 式 级 数 的 系数 有 无 穷 多 个 


C, 关 0, 此 时 称 之 为 超越 整 函数 . 例如 ,e’ ,sinz,cosz 均 为 超越 整 函 数 . 

定理 4.20 设 f(z) 为 整 函 数 , 则 

(1) f(z) 恒 为 常数 的 充分 必要 条 件 是 : 无 穷 远 点 oo 为 f(z) 的 可 去 奇 点 ; 

(2) f(z) 为 非 零 次 多 项 式 函 数 ( 即 f(z) 二 asz" 十 … 十 qz 十 ao ,a 了 关 0,n 之 1) 的 充分 必要 
条 件 是 : 无 穷 远 点 ce 为 f(z) 的 极点 ; 

(3) f(z) 为 超越 整 函 数 的 充分 必要 条 件 是 ; 无 穷 远 点 ce 为 f(z) 的 本 质 奇 点 . 

该 定理 必要 性 的 证 明 可 用 f(z) 在 无 穷 远 点 ce 的 洛 朗 展 式 正 稀 项 的 项 数 来 判断 ,而 充分 
性 可 用 反 证 法 来 证 明 . 由 此 定理 可 得 出 结论 : 车 函数 为 整 函 数 , 则 此 函数 是 多 项 式 消 数 的 充 
分 必要 条 件 是 ,无 穷 远 点 ce 为 它 的 可 去 奇 点 或 极点 . 还 可 以 推出 著名 的 刘 维 尔 定理 . 事实 
上 ,有 界 整 函数 表明 无 穷 远 点 ce 是 它 的 可 去 奇 点 ,从 而 必 为 常数 . 

定义 4.14 在 整个 平面 上 除 极点 外 无 其 他 类 型 奇 点 的 单 值 解析 函数 称 为 亚 纯 函 数 . 

亚 纯 函数 是 整 函数 的 推广 . 例如 ,有 理 函 数 
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ao 十 QI 之 十 … 十 Caoz" 


人 


f(z) = 


是 亚 纯 函 数 . 然而 亚 纯 函数 末 必 是 有 理 函 数 ,如 -二 = 是 亚 纯 函 数 , 它 只 有 极点 zx 一 kx (4 一 0， 


ee 对 此 ,我 们 有 下 面 的 定理 : 

定理 4.21 函数 f(z) 为 有 理 函 数 的 充分 必要 条 件 是 : f(z) 在 扩充 z 平 面 上 除 极 点 外 
无 其 他 类 型 的 奇 点 . 

定义 4.15 非 有 理 函 数 的 亚 纯 函 数 称 为 超越 亚 纯 函 数 . 


例如 ,函数 5 有 无 数 个 极点 = 一 2&xi (& 一 0, 土 1, 士 2,….) 和 一 个 非 孤 立 末 点 co ,于 是 


由 定理 4. 21 知 ,一 一 不 是 有 理 函 数 ， 而 -二 是 亚 纯 函数 ， 所 以 它 是 超越 亚 纯 函 数 . 


习 题 四 
1. 判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 . 若 收敛 ,是 绝对 收敛 还 是 条 件 收敛 ? 
DDE; DD VP);: FE 
2. 确定 下 列 寡 级 数 的 收敛 半径 : 
(D) 相交 ， (2) 六 笃 王 22 (并 讨论 其 在 收敛 圆周 上 的 伍 散 性 )， 
(D+) 2. 
3. 设 极限 lim 詹 + 存 在 且 为 有 限 值 , 求 证 ， 宕 级 数 > Cz ,Co 7 ( Cuz" 的 逐 项 


分 ) ,如 ;对 1<"( 她 Cox' 的 逐 项 积分 ) 有 相同 的 收 全 半径 . 


4. 设备 级 数 Cx" 的 收敛 半径 为 尺 (0 过 R < 十 吕 ), 并 在 收敛 圆周 上 一 点 绝对 收敛 ， 


证 明 ， 该 震级 数 在 闭 贺 |z [ 委 只 上 绝对 收敛 且 一 致 收敛， 
5. 将 下 列 函 数 在 点 z 一 | 并 指出 它们 的 收敛 范围 : 


1 
(1) a2 0 (2) ee 3) [ei dz; 


$4 . Smzdz; (5) sin’z; (6) er cosz. 
0 


习题 四 


6. 将 下 列 函 数 在 指定 点 z。 展开 成 泰勒 级 数 ,并 指出 它们 的 收敛 范围 : 


1 二 Ee 一 
1) 二 5' 在 点 Z0 一 ls (2) (1 二 z)? ,在 点 Zo 一 15 
(3) a 十 5 ,在 点 zo 三 1， (4) sinz, 在 点 zo 二 1. 
7. 指出 下 列 函 数 在 零点 z 一 0 的 阶 : 
(1) z— sinz; (2) z’(e” —1); (3) 6sinz’ + 2’ (2 — 6). 


8. 设 函 数 f(z) 在 单 连通 区 域 D 内 解析 ,z。ED. 车 zo。 是 f(z) 的 m 阶 零点 , 问 : zo 是 
函数 


F(z) = [ FoDdr (z ED) 
的 几 阶 零点 ? 


9. 设 z 为 解析 函数 f(z) 的 至 少 n 阶 零点 ,又 为 解析 函数 g(z) 的 n 阶 零点 , 试 证 一 般 形 
式 的 洛 必 达 法 则 ; 


Cn) 
各 人 -人 vern 


10. 讨论 在 原点 解析 ,而 在 点 一 十 《n 一 1,2,…) 取 下 列 各 组 值 的 函数 是 否 存在 ， 


1 1 1 
(1) 0,2,0,2,0,2,."; (2) 0,7 0, 玫 4 06 “ 
1 1 1 1 123 4 5 
(3) l,l,3'35’5’ (4) 2”3”45’6’ 
11. 设 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 , 且 在 某 点 aED 有 f(a)==0(n 二 1,2,…), 证 明 ; 
f(z) 在 DD 内 必 为 常数 . 


12. 设 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 , 且 z ,zs ED, 而 f(z1) 关 0, 试 证 : 在 点 z; 的 邻 域内 
f(z) 不 能 是 一 个 常数 . 

13. (最 小 模 原 理 ) 证 明 .: 车 区 域 D 内 不 恒 为 常数 的 解析 函数 f(z) 在 D 内 的 一 点 zo。 满 
足 f(zo) 关 0, 则 | 了 (zo) | 不 可 能 是 | f(z) | 在 DD 内 的 最 小 值 . 

14. 将 下 列 函 数 在 指定 圆 环 内 展开 成 洛 朗 级 数 : 


(1) 二 ,1<|z 一 1| 王 十 coi 


(2) 0<1zil<2,2<|z-i|<+o0; 


好 一 2z 十 5 
3) 二 二 CT 


15. 求 出 下 列 函 数 的 奇 点 ,若是 孤立 奇 点 ,请 确定 它们 的 类 型 (对 于 极点 ,要 指出 极点 的 


,1<|z|<2,2<<|z| 天 十 co. 
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阶 ) ,对 于 无 穷 远 点 也 要 加 以 讨论 : 


z—1 1 二 
(1) zz 4 ‘20 sinz 二 cosz’ ( 1 十 er 
(4) CH (5) cos 二 (6) si 
(7) -1 (8) tan’z. 


16. 将 下 列 函 数 在 指定 孤立 奇 点 的 某 一 适当 去 心 邻 域内 展开 成 洛 朗 级 数 ( 注 明 收敛 圆 
环 ) : 


1 . 和, 
(1) 0 二 77 在 点 z=i; (2) z?et ,在 点 z 一 0 及 = 一 co 


(3) e 评 ,在 点 z 二 1 及 zx 一 co. 
17. 下 列 函 数 在 指定 点 的 去 心 邻 域内 能 否 展开 成 洛 朗 级 数 ? 


(1) 二 ,在 点 zx 一 0; (2) tan 工 , 在 点 z 一 0; 
sin 一 全 
之 
(3) cotz ,在 点 zx 一 coj ， (4) cos 二 ,在 点 z 一 oo。 


18. 设 函 数 f(z) 与 g(z) 满 足下 列 条 件 之 一 : 

(1) f(z) 与 g(z) 分 别 以 z= 二 a 为 m 阶 与 n 阶 零 点 ; 

(2) 了 f(z) 与 g(z) 分 别 以 z==a 为 m 阶 与 n 阶 极点 ; 

(3) f(z) 以 z= 二 a 为 解析 点 或 极点 , 且 f(z) 不 恒 等 于 零 ,g(z) 以 z 二 a 为 本 质 奇 点 . 


试问 : f(x) 十 gC) ,f(z)g(z) 及 人 3 在 点 x 二 a 具有 什么 性 质 ? 


第 五 


贡 


有 其 用 


$1 留 数 及 留 数 定理 


一 、 留 数 的 定义 及 其 求法 


如 果 函 数 f(z) 在 点 a 是 解析 的 , 周 线 卫 全 在 点 a 的 某 一 解析 邻 域 
内 ,并 包围 点 <, 则 根据 柯 西 积分 定理 有 


| en 
但 是 如 果 f(z) 以 点 a 为 孤立 奇 点 , 周 线 栈 在 点 a 的 某 一 解析 去 心 邻 域内 ， 
并 围绕 点 a, 则 | f(z)dz 可 能 为 零 , 也 可 能 不 为 零 ,可 以 利用 洛 朗 系 数 求 


出 其 值 . 由 此 我 们 引入 留 数 的 定义 . 
定义 5.1 设 函 数 f(z) 以 有 限 点 4a 为 孤立 奇 点 , 即 f(z) 在 点 a 的 某 
一 去 心 邻 域 0 过 |z 一 a | 过 R 内 解析 , 则 称 积分 


1 
亏 | fds (T:|z—a|= p,0 <p<R) 
为 f(z) 在 点 a 的 留 数 或 残 数 , 记 为 Resf(z) , 即 
Resf (2) — 二 | f (2) dz, 


这 里 积分 是 沿 着 芽 按 逆 时 针 方 向 进行 的 . 
注意 ,根据 柯 西 积分 定理 我 们 可 以 知道 ,这 里 定义 的 留 数 是 对 孤立 奇 
点 来 说 的 , 且 Resf(z) 与 Pp 无 关 . 由 于 f(z) 在 K: 0 二 |z 一 a| 二 R 内 解析 ， 


故 利用 洛 朗 展 式 可 得 
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f(z)= >) Cz—a)", z EK, 


二 一 00 


其 中 
CG | de 


Wi 2xi r (Ca) 
当 7 一 一 1 时 ,有 Cy | f(z)dz = Resf(z), 即 
XlJr a 
Resf(z) 一 C1， 
1- 由 此 还 可 以 看 出 ,如 果 有 


限 点 a 为 f(z) 的 可 去 奇 点 , 则 二 
利用 洛 朗 展 式 求 C-; 有 时 很 烦琐 ,下 面 介 绍 几 个 公式 用 来 计算 极点 处 的 留 数 . 
定理 5.1 设 a 为 函数 f(z) 的 nn 阶 极 点 , 即 在 a 的 某 一 去 心 邻 域 K; 0 二 |z 一 a| 二 RR 有 


ee (263 
f(z) 人 
其 中 2P(z) 在 点 a 解析 , 且 p(Z) 天 0, 则 
(n—1) (a) 
Resf (z) 一 一 于 lim[ (z — a)" f(z) J ». (5. 1) 


(2 一 1)1 a 
证 任 取 芽 ; |z 一 a| 二 0 (0<o<R) , 则 


由 ep(z) 2” "(a) 
R ee d Ee 3 
SC r (z— a)” (2 一 1)! 


这 里 g(a) 表 示 g(a) ,pe a (z)， 故 (5. 1) 式 成 立 . 


推论 1 设 。 为 函数 (=) 的 一 阶 极点 , 即 在 “的 某 一 去 心 邻 域内 有 f(z) 一 全 吕 , 其 中 


2p(z) 在 点 a 解析 , 且 gla) 关 0, 则 
Resf (2) = g(a) = lim(z— a) f(z). (5. 2) 


推论 2 设 = 为 函数 /=) 的 一 阶 极点 , 即 在 e 的 某 一 去 心 邻 域内 有 (一 22 5, 其 


2 
中 p(z) 在 点 a 解析 , 且 pla) 隆 0, 则 
Resf (z) = V (a) 一 lim[ (z — a)* f(z)]". (5. 3) 


定理 5.2 设 a 为 函数 f(z) 一 2 


g(a)0,gCa) 一 0,y (a) 隆 0), 则 


的 一 阶 极点 (只 要 gp(z) 及 y(z) 在 点 a 解析, 且 


_ 9(a) 
Beef Ya) 
证 因 4a 为 f(z) 的 一 阶 极 点 , 故 | 
1 9(z) i P(z) 
站 
之 一 人 


例 5.1 求 函 数 /(z) 一 :一 Saz 在 点 < 一 0 的 留 数 . 
解 利用 洛 朗 展 式 求 C_，: 


人 
z=0 51 


例 5.2 求 函数 f(z) 一 与 在 点 z=0 的 留 数 . 
解 z=0 是 f(z) 的 nn 阶 极点 ,所 以 


有 1 NE .el 
Resfl2? (2 一 1)! dz" 1 (z 2” )= (n 


例 5.3 求 函 数 F(z) 一 野 在 点 z=0 的 留 数 . 
解 z==0 是 f(z) 的 本 质 奇 点 ,在 该 点 的 去 心 邻 域内 有 展 式 


a 
i 


所 以 
Resf(z) C0, 


留 数 的 概念 可 以 推广 到 无 穷 远 点 的 情形 , 即 我 们 有 如 下 定义 : 


A 篇 


a 
$1 留 数 及 留 数 定理 | 


(5. 4) 


1 


一 1) 全 


定义 5.2 设 无 穷 远 点 co 为 函数 f(z) 的 一 个 孤立 奇 点 , 即 f(z) 在 点 ce 的 某 一 去 心 邻 


域 N 一 {oo}: 0 委 r<|z| 到 十 ce 内 解析 , 则 称 
1 
过 | fC de (T:|z|= p> 之 ?7) 


为 (xz) 在 点 oo 的 留 数 或 残 数 , 记 为 Resf(z) ,这 里 积分 是 沿 丁 按 硕 时 针 方向 进行 的 (TT 的 


方向 是 绕 无 穷 远 点 ce 的 正 向 ). 


对 于 函数 在 无 穷 远 点 的 留 数 ,我 们 也 可 以 根据 洛 朗 展 式 来 计算 其 值 . 设 函 数 f(z) 在 


0 和 rr<|z| 到 十 ce 内 的 洛 朗 展 式 为 
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f(z) = >， Cz, r<|z|<+o, 
则 有 
= 二 As er 
Resf (2) 一 = 并 去 | fd C. 


也 就 是 说 ,Resf(z) 等 于 f(z) 在 点 co 的 洛 朗 展 式 中 二 这 一 项 的 系数 的 相反 数 一 C，. 
显然 ,如 果 无 穷 远 点 co 为 f(z) 的 可 去 奇 点 (Ci 一 0), 则 Resf(z) 不 一 定 为 零 


二 、 留 数 定理 


定理 5.3( 柯 西 留 数 定理 ) 设 函 数 f(z) 在 周 线 或 复 周 线 C 所 围 的 区 域 DD 内 除 点 ai， 
az，…,a, 外 解析 ,在 闭 域 吕 =D 十 C 上 除 点 a1,az，… ,a 外 连续 , 则 
| repadz 一 2xiy， Resf (z). (5.5) 
证 以 点 ai 为 心 ,充分 小 的 正 数 ps 为 半径 , 作 圆 
周 工 :|z 一 a | 二 pe (二 1,2,…，, 7) ,使 这 些 圆周 及 其 
内 部 均 含 于 了 ,并 且 彼此 互相 隔离 (图 5. 1). 应 用 多 连 
通 区 域 柯 西 积分 定理 得 
| rcoaz= > | fae, 
/而 由 留 数 的 定义 有 
| f (dz = 2xi Resf(z), 
代入 上 式 即 得 证 . 
例 5.4 ”计算 积分 2 


lz| =2 zz— 1)? 


解 易 知 ,被 积 函数 f(z) 一 一 在 圆周 || 一 2 的 内 部 只 有 一 个 一 阶 极点 = 一 0 和 
一 个 二 阶 极点 < 一 1. 由 公式 (5.2) 有 


Resf(z) = 和 
z=0 


(z— 1)? 


一 一 2， 


z=0 


又 由 公式 (5.3) 有 


Resrca = (于 >2) | -名 


故 由 留 数 定理 可 得 


$2 用 留 数 定理 计算 实 积分 


5z—2 
_5z 一 2 do 2rni( 242)=0. 
人 dz 一 2xi( 一 2 十 2) 


例 5.5 计算 积分 | Soszdz. 


lz|=1 这 


解 ” 易 知 ,被 积 函 数 一 内 4 以 z 一 0 为 三 阶 极点 . 由 公式 (5. 1) 得 
Resf(z) 一 让 [ecos z] | _， 一 了， 
1 
a ee [人 (一 
留 数 定理 也 可 推广 到 扩充 复 平面 上 ， 


定理 5.4 如 果 函 数 jz) 在 扩充 = 平面 上 只 有 有 限 个 孤立 奇 点 (包括 无 穷 远 点 在 内 )， 
设 为 ayaz，…asyco, 则 了 f(z) 在 各 点 的 留 数 总 和 为 零 , 即 


> Resf (zx) + Resf(z) = 0. 
证 以 原点 2 一 0 为 心 作 圆周 TT ,使 aa ?2Q29 Cn 篆 含 于 芽 的 内 部 , 则 由 留 数 定理 得 
上 f(z)dz 一 2xi2， Resf (z). 
上 式 两 边 除 以 2xi, 并 移 项 即 得 
> Resf (2) + 元 | f(a 和 而 、 


故 由 留 数 定理 得 


即 
> Resf (2) + Resf(z) =—0. 
显然 ， 这 个 结论 也 可 用 于 计算 函数 在 无 穷 远 点 的 留 数 ， 


2 用 留 数 定理 计算 实 积 


应 用 留 数 定理 可 以 计算 某 些 实 积分 ,特别 是 一 些 不 容易 直接 求 原 函数 的 定 积 分 和 广义 
积分 . 

下 面具 体 介绍 几 种 应 用 留 数 可 以 简便 有 效 地 进行 计算 的 实 积分 . 以 下 用 尺 (cosg, sin0) 
来 表示 cosb,sinbg 的 有 理 函 数 , 用 P(xz) 和 Q(x) 来 表示 z 的 多 项 式 函 数 ， 


= 计算 | “RCcosg,sing)40 型 积分 
设 cosb,sing 的 有 理 函 数 尺 (cosbg,sin9) 作 为 6 的 郊 数 在 [0,2x] 上 连续 . 根据 欧 拉 公式 


ES 


ES 
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如 果 设 z= 二 es, 则 
& 十 z 


= in 一世 一 民 二 此 
cos0 一 2 ， sing 页 一 ， do 这， 


且 当 0 从 0 变 到 2r 时 ,z 沿 圆周 |=| =1 的 正方 向 绕 一 周 . 因此 ,有 
2 zz ! z—z!\dzA 
| R(cos0, sing) d0 一 | _R( pi ) 写 三 i _iF (z) dz. 


1Z 


上 式 右 端 是 z 的 有 理 函 数 尺 "(z) 的 周 线 积分 ,并 且 在 积分 路 径 上 无 奇 点 . 


四 dg 
例 5.6 计算 积分 1 一 | 了 一 zpcosg 二 (0< 1s|<1). 


解 设 > 一 e?， 则 db 一 和 由 于 
1 一 2pcosb 十 太一 me _〈z 一 加 )(1 一 &) ， 


党 
这 样 就 有 
1 dz 
人 | (z— pp)(1— pz) 
Ee 1 Se a 
在 圆 |z| 到 1 内 ,f(D) -pp z 二 为 一 阶 极点 , 且 在 |z| = 二 1 上 无 奇 点 , 故 有 


1 1 


Resf(2) = is), ,I ‘0<lIpl<). 
所 以 ,由 留 数 定理 得 

Cah .._ 1 __2rx 

1 ‘0<|p|< 1). 


若 RCcosg,sing) 为 9 的 介 函 数 , 则 | R(cosg,sinb)dg 的 值 也 可 以 由 上 述 方法 来 计算 . 此 


时 ,有 
[RCcos, sing) db = 二 | 有 RCcosg,sing)d0， 


同样 设 = 一 e” ,应 用 与 前 面相 同 的 方法 ,可 以 将 | ”Recosg,sing)dg 化 为 单位 圆周 P:|z| 一 1 
上 的 积分 . 
例 5.7 计算 积分 了 一 | 5 eszz dz, 其 中 mm 为 正 整数 


4cosx 


解 ” 因 为 被 积 函 数 为 zx 的 偶 函 数 , 故 


”$2 用 留 数 定理 计算 实 积 


I= 二 | coOsmzx 
2 J-* 5— 4cosz 

设 

A cosmz 7 Re sinmz 

. x5—4coszt ” -xD 一 4cos 工 
则 

二 -x 5 一 4cosZ 
设 z 二 es, 则 
. 和 i 人 
st |=| = ,Ta 2Ji|=1 YD 


在 圆周 | >| =1 i f(D= 三 一遍 忆 一 55 仅 有 一 个 一 阶 极点 z 一 1/2, 而 由 公式 
(5.2) 有 


= -~ 2 一 一 一 ee et 
2 一 4| :=1/2 3。2"m71” 
故 由 留 数 定理 有 
pe 
le 2ri( 3 ay 3 .2m 
于 是 ,得 
De i 0 
从 而 有 
= 1 = Ly 
人 


ES P(z) 
二 、 计算 | 瑟 开 dz 型 积分 


在 解决 实际 问题 时 ,我 们 经 常 需要 计算 反常 积分 | ”后 dz. 为 了 应 用 留 数 来 计算 这 


种 反常 积分 , 先 介绍 一 个 引 理 ,用 来 估计 辅助 曲线 愉 上 的 积分 . 
引 理 5.1 设 函 数 F(z) 沿 圆 弧 Sk : z 一 Re (0 委 4 委 4 ,R 充分 大 ) 连 续 , 且 
dim.zf Cz) 一 人 
于 Se 上 一 致 成 立 ( 即 与 和 委 4 委 0 中 的 0 无关) , 则 
lim de = 1C0, —0 A. 


及 -十 oo 
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证 ”因为 
计 丰 二 沁 = 外. 衬 ， 
所 以 有 


中 Fd io, 94| = | 2 一 dz (5. 6) 
对 于 任 给 的 es 六 0, 由 已 知 条 件 ,存在 Ro(e)>0, 使 得 当 尺 >Ro 时 ,有 不 等 式 


_ 
|zf Cz) ‘I< z E Sn， 


于 是 (5.6) 式 不 超过 上 了“ 真一 e (其 中 7 为 S 的 长 度 , 即 /二 RC0, 一 0,)), 即 有 


lim | pe pe ne 


及 一 十 co 


定理 5.5 设 /(z) 一 各 为 有 理 分 式 函 数 ,其 中 


P(z) 一 aoz" 二 az” :十 十 a (ao 关 0)， 
Q(z) 二 boz" 十 biz” 1! 十 十 bn (bo 关 0) 
为 互 质 多 项 式 , 且 符合 条 件 : 
(1) 了 一 7 之 2 ; 
(2) 在 实 轴 上 Q(z) 关 0( 即 Q(z) 无 实 根 )， 


则 
| rapaz = 2ri 5 Resf (2). (5.7) 


JImak >0 < 4 


证 “由 条 件 (1),(2) 及 数学 分 析 中 的 结论 知 ,| ”f(z)dz 存在 , 且 等 于 


I 
R 


取 上 半圆 周 Tx: zx 一 Re* (0<<0<<w) 作 为 辅助 曲线 . 于 是 ,由 线段 [一 R,R] 及 Tk 组 成 一 
周 线 Ce. 取 RR 充分 大 ,使 得 Ce 内 部 包含 f(z) 在 上 半 平 面 
内 的 一 切 孤 立 奇 点 (实际 上 只 有 有 限 个 极点 ), 而 由 条 件 

{x (2) ,f(z) 在 Cr 上 没有 奇 点 (图 5.2). 由 留 数 定理 得 


| reodz= 2ri D5) Resf (2), 
R 


Ima, >0 * 


-RR O R x 或 写成 
R 
5.2 | redz+| rodz= 2ri 5) Resf(z). (5.8) 
—R TR Imay >0 “7 


”过 用 留 数 定理 计算 实 积分 | 


因为 
Un 
[zf (2) |= |z BS | Qov 二 二 ar | | Ge 
Q(z) boz” 十 … 十 已 ， 2 二 ， 
之 


由 假设 条 件 (1) 知 m 一 n 一 1 之 1, 故 沿 T's 就 有 
[CD 二 人 
在 等 式 (5.8) 中 令 R 一 十 co, 并 根据 引 理 5.1, 知 (5.8) 式 左 端 第 二 项 的 极限 为 零 ,这 就 证 明了 
(5.7) 式 . 
oo 村 


例 $.8 计算 积分 1 一 | zr 于 十 1 
解 。 容 易 求 得 /(z) 一 -2 的 四 个 一 阶 极点 分 别 为 
+ lV3 -+l1_y3, 
之 1 ,2 二 十 2 十 2 1， 之 3,4 二 十 2 2 1 


其 中 zi ,z2 在 上 半 和 平面 , 故 由 公式 (5.7) 及 (5.4) 有 
I= 2rxiL Resf(z) 十 Resf(z)] 


ee 
2 (对 十 好 十 1) 


| 


2 


zf 十 十 1)7 


zzy 


三 zri| 


4V3i 4V3i V3 
一 ， 1 PpP(Z) Sn 
三 . 计算 | 玫 开 edz 型 积分 


引 理 $.2( 约 当 引 理 ) 设 函 数 g(z) 沿 半圆 周 Tk : z 一 Re (0 委 0 委 r,RR 充分 大 ) 连 续 , 且 
im SCz) 一 0 在 Tk 上 一 致 成 立 , 则 


lim | g(z)e™dz=0 (m > 0). 


Rt+oo rk 
“证 ”对 于 任 给 的 se 盖 0, 存 在 Ro(e) 放 0, 使 得 当 R>>R。 时 ,有 
|g(z)|<e, xz ETk, 


于 是 有 


| | g8(z)e dz| 一 | | gCRer Ye"R eigid0 
茱 0 


过 Re| enRsingdg， (5. 9) 


x 
0 
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这 里 利用 了 |gCRei) | <e, | Reisi| = 二 R 以 及 


| imRe | 四 | @—mR singtHimReosg | 一 ermRsing 
因此 ,由 
到 < sing < 0, 0 委 0 私 7 
将 (5.9) 式 化 为 
x/2 _ x/2 Rg 
g(z)e™dz|<< 2Re| e ”Rsingdb < 2Re| e < db 
rg 0 0 
一 2 有 | g= x/2 
全 ee ne oa—mR 
2eR 27R7z |,, = 一 (1 —e”*) 
性 亚 ， 
m 
即 引 理 成 立 . 


应 用 引 理 5.2, 参 照 定理 5. 5 的 证 明 可 得 下 面 的 结论 . 


定理 5.6 设 函 数 Be 其 中 P(z) 及 Q(Cz) 是 互 质 多 项 式 , 且 符合 条 件 : 


Q(Cz)” 
(1) Q(z) 的 次 数 比 PCz) 的 次 数 高 ; 
(2) 在 实 轴 上 Q(z) 关 0， 
则 
ee 
| g(Cz)en dz = 2ri >， Res[g(z)e™ | (m > 0). 
3 Ima, >0 下 


注 将 (5.10) 式 左 端 实 部 和 虚 部 分 开 , 则 得 到 下 列 两 个 实 积分 : 


ee ome 
所 以 可 以 利用 公式 (5. 10) 计 算 这 两 个 实 积分 . 
例 5.9 计算 积分 1 一 | 名 wdz (m > 0). 
解 ” 我 们 有 
一 2 i dT = Re| L 和 


设 f(z)= SE 一 个 一 阶 极点 = 一 5i, 对 应 的 留 数 为 


Resf(z) = . ry 


z=51 


由 公式 (5. 10) 得 


(5. 10) 


查 通 数 讼 


$2 用 留 数 定理 计算 实 积分 


十 co eimz 上 小 x ds 
| 本 Ge 
于 是 
二 一 i = TT —5m 
Ss yre] rp “ 


四 .、 计算 积分 路 径 上 有 奇 点 的 积分 
引 理 5.3 设 函 数 f(z) 沿 圆 张 S,; z 一 a 二 re” (0 委 儿 4 sr 充分 小 ) 连 续 , 且 
lim(z— a) f(z) 一 人 
在 S, 上 一 致 成 立 , 则 有 
im| Pd = i 

证 明 方法 同 引 理 5. 1, 这 里 从 了 略 . 

定理 5.6” 在 定理 5. 6 中 条 件 (2) 改 为 Q(z) 在 实 轴 上 有 一 个 一 阶 零 点 zo ,其 他 条 件 不 
变 , 那 么 


oo BS dr 一 2ri >》) Res[g(z)ei™ ]+ xi Res[g(z)e'™ ]. 
-~ Q(z) ee Res 


证 ”由 数学 分 析 知 识 知 ， 人 


”人 im im 
一 号 多 cd 必 存 在 , 故 利用 lim ,人 加 emdz 来 证 


明 . 如 图 5. 3 所 示 作 辅助 路 径 : 

Cr: z= 二 Re* (0 委 0 委 rr,R 充 分 大 )， 

C,: z= 二 zo 十 re (0 委 b 委 zy 充分 小 )， 
这 样 PP: Cx UL 一 R,zo 一 r]UC7 ULzo 十 7r,Rj 为 一 周 线 . 
Ge 


显然 ,函数 f(z)=G ”在 卫 上 满足 柯 西 留 数 定 理 ， 
因此 有 
三 da | fz) dz +| Acodz 5 Fizyde 
eS 2ri 5 Res[g(z)e™]. (5, 11) 
由 引 理 5.2 有 ee 


lim | fz)dz = 0， 
及 -> 十 oo CR 
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而 由 引 理 5. 3 有 
lim| f(z)dz 一 一 Ti Resf(z) ， 


故 对 (5. 11) 式 取 极 限 ( 令 R 一 十 oo,r>0) 有 
6 einz dz 一 Ti 二 0 Res g(a)e™ 好 
上 式 移 项 即 可 得 证 . 
推论 若 Q(Cz) 在 实 轴 上 有 有 限 个 一 阶 零 点 zo ,zi ，…,z, ,那么 
Pn) gni i = 2xi >) Res[Lg(z)ei* ] 十 i> Re g(a 


-~ Q(z) Imal >0 < 一 人 
例 5. 10 “计算 积分 | sinzdz 


解 设 /一 s ,显然 f(z) 仅 有 一 个 有 限 孤立 奇 点 = 一 0, 且 为 一 阶 极点 ,对 应 的 贸 


数 为 
Resf(z) = ee = 1. 
z=0 
由 定理 5. 6 有 
十 co eimz 
| Ee 
~ 并 
故 
十 co sinx 2 1 十 co eimz 加 x 
| dz 一 于 Im| ”dz 二 这， 


$ 3 辐 角 原理 与 儒 欢 定理 


一 、 对 数 留 数 
f [de 的 积分 称 为 f(z) 的 对 数 留 数 . 显然 , 函 


£2) ;所 以 形 如 pa 


由 于 二 :1 nf(z) 一 Fz 
数 /(z) 的 零点 和 奇 点 都 可 能 是 妇 2 的 奇 点. 事实 上 ,我 们 有 下 面 的 结论 
万 人 2 的 一 阶 极点 , 且 


引 理 $.4 (1) 设 a 为 函数 Fz) 的 7 阶 零点 , 则 a 必 为 函数 Fz) 


Ref - 
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(2) 设 5 为 函数 Cz) 的 w 阶 极点 , 则 5 必 为 函数 万 的 一 阶 极点 , 且 
f(z) 
Re f(z) 
证 (1) 如 果 a 为 f(z) 的 nn 阶 零点 , 则 在 点 & 的 某 一 邻 域内 有 
f(z) = (z—a)’g(z), 
其 中 g(z) 在 点 a 解析 , 且 g(a) 关 0. 于 是 

fz) = nz—a)" lig(z) d+ (z—a)'g’ (z), 

fz) _ nn g (z) 

flz) 人 ECz) 


由 于 《全 在 点 a 解析 , 故 a 必 为 大 (只 的 一 阶 极点 , 且 


一 一 7. 


g(z) f(z) 
f'(z) 
Res 2 一 7 
(2) 如 果 656 为 f(z) 的 mm 阶 极点 , 则 在 点 65 的 某 一 去 心 邻 域内 有 
_ hh(z) 
1 


其 中 h(z) 在 点 6 解析 , 且 h(5) 了 0. 由 此 可 得 
f(z) _ —m ,h (z) 


flz) zC— hlz) ” 
而 加 在 点 5 解析, 放 必 为 让 (2 的 一 阶 极点 , 且 
fz) 
Py 


定理 5.7 设 C 是 一 条 周 线 , 函数 f(z) 符 合 条 件 : 
(1) f(z) 在 C 的 内 部 至 多 有 有 限 个 零点 和 极点 ; 
(2) f(z) 在 C 上 解析 且 不 为 零 ， 

则 有 


f(z) 
元 | Fd = NCf,O) — PO,O), 
式 中 NCf,C) ,PCf,C) 分 别 表示 f(z) 在 C 内 部 的 零点 与 极点 的 个 数 (一 个 n 阶 零点 算 做 
个 零点 ,而 一 个 吉 阶 极点 算 做 澡 个 极点 ). 
证 设 ai (%=1,2,…,p) 为 f(z) 在 C 内 部 的 不 同 零 点 ,其 阶 数 相应 地 为 ;6 Cj 一 1， 
2,…,q) 为 f(z) 在 C 内 部 的 不 同 极点 ,其 阶 数 相 应 地 为 m,. 根据 引 理 5.4 知 ,万 Ce) 在 C 内 


f(z) 
部 及 C 上 除去 在 C 内 部 有 一 阶 极点 a 二 1,2,…,p) 及 b; (j= 二 1,2,… ,gq) 外 均 是 解析 的 , 故 
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由 留 数 定理 及 引 理 5.4 得 


fr fC) f(z) SS f(z) 
Dre A 和 Be ey 3 2 fz) 
一 Dn 十 2) (—m;) 


N(f,C) CC 


二 、 辐 角 原 理 
在 定理 5.7 的 条 件 下 ,函数 f(z) 在 周 线 C 内 部 的 零点 个 数 与 极点 个 数 之 差 ,等 于 当 z 
沿 C 的 正 向 绕 行 一 周 后 argf(z) 的 改变 量 Acargf(z) 除 以 2x, 即 


NCF,C) — PCf,C) = 人 ae 庆生， (5. 12) 


` 这 一 结论 称 为 辐 角 原理 . 特别 地 ,如果 F(z) 在 周 线 C 上 及 C 内 部 均 解 析 , 且 f(z) 在 C 上 不 
为 零 , 则 
NCF,C) = Acargj (2) (5. 13) 
2x 


注 若 将 定理 5.7 的 条 件 (2) 减 弱 为 “f(z) 连 续 到 边界 C, 且 沿 C 有 f(z) 关 0”,(5. 12)， 
(5.13) 两 式 仍 成 立 . 
例 5.11 设 函 数 f(z) 二 (z 一 1)(z 一 2)*(z 一 4), 取 周 线 C: |z| = 二 3, 验 证 辐 角 原理 . 
解 显然 f(z) 在 z 平 面 上 解析 ,在 C 上 无 零点 , 且 在 C 的 内 部 只 有 一 阶 零点 z= 二 1 及 二 
阶 零点 z 二 2. 所 以 ,一 方面 ,有 
N(f,0) = 1+2= 3; 
另 一 方面 , 当 z 沿 C 的 正 向 绕 C 一 周 时 ,有 
Acargf(z)= Acarg(z 一 1) 十 Acarg(z 一 2)2: 十 Acarg(z 一 4) 
一 Acarg(z 一 1) 十 2Acarg(z 一 2) 十 Acarg(z 一 4) 
一 2r 十 4r 十 0 一 6r. 
于 是 (5. 13) 式 成 立 . 


、 侨 软 定理 


根据 辐 角 原理 可 以 得 到 一 个 重要 定理 一 一 血 软 定理 , 它 可 用 来 研究 解析 函数 零点 分 布 
问题 , 即 可 用 来 确定 方程 在 指定 区 域内 根 的 个 数 . 

定理 5.8( 偶 软 定 理 ) 设 C 是 一 条 周 线 ,函数 f(z) 及 p(z) 满 足 条 件 : 

(1) 它们 在 C 的 内 部 均 解 析 , 且 连续 到 Ci 


ll 
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(2) 在 C 上 |f(z)| 之 |gCz)|， 
则 函数 f(z) 与 f(z) 十 gp(z) 在 C 的 内 部 有 同样 多 的 零点 (= 阶 算 做 个 ), 即 
N(f+i+9g,C) = NGCp,C). 
证 由 假设 知道 f(z) 与 f(z) 十 plz) 在 C 的 内 部 解析 , 且 连 续 到 C, 并 知 在 C 上 有 
|fCz)|>0, |7Gz) 十 p(z)| |f(z)|— |y(z)|> 0, 
因此 f(z) 与 f(z) 十 gp(z) 这 两 个 函数 都 满足 定理 5.7 及 上 述 注 中 的 减弱 条 件 . 由 于 这 两 个 
函数 在 C 的 内 部 解析 ,于 是 由 (5. 13) 式 ,下 面 只 需 证 明 


Acarg[LF(z) 十 p(z)] 一 Acargf (z). (5. 14) 
由 关系 式 
有 PCz) 
f(z) 十 PCz) = /ool1+ | 
Acarg[ f(z) + 9p(z) ]= Acargf(z) 十 Acarg| 1 十 | » (5. 15) 
根据 条 件 (2) , 当 = 沿 C 变动 时 | 史 2 | 1， 借助 函数 一 1++ 绩 号 将 < 平面 上 的 周 线 C 变 成 


7 平面 上 的 闭 曲线 厂 , 于 是 丁 全 在 圆周 | 一 1| 二 1 的 内 部 (图 5.4), 而 原点 ?一 0 又 不 在 此 图 
周 的 内 部 . 也 就 是 说 ,点 7 不 会 围 着 原点 ?一 0 绕 行 . 故 


gp(z) |= 
Acarg| 1 十 pez) 0., 


再 由 (5.15) 式 即 知 (5. 14) 式 得 证 . 


例 5.12 设 n 次 多 项 式 
P(z) = 二 aoz" 十 十 az” “十 十 a。 (ao 关 0) 
满足 条 件 
la > |aod 二 +… 十 |ai| 二 + [an| 十 … 十 |a,|， 
证 明 ; P(z) 在 单位 圆 |z|<1 内 有 2 一 上 个 零点 . 
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证 取 
fz) = az , gz) = aor 二 二 Qiz 十 aa 十 an 
易 证 在 单位 圆周 C: |z| = 二 1 上 ,有 
[f(z2)|> |p(Cz) |， 
根据 儒 软 定理 知 PC(z) 二 f(z) 十 p(z) 在 单位 圆 |z| 二 1 内 的 零点 与 F(z) 一 wz" 在 单位 圆 
|z| 过 1 内 的 零点 一 样 多 , 即 = 一: 个. 


习 题 五 


1. 求 下 列 函 数 f(z) 在 其 孤立 奇 点 (包括 无 穷 远 点 ) 处 的 留 数 : 
(1) —e; (2) 2; 


一 了 
(3) Hz 0) 


2. 利用 留 数 定理 计算 下 列 积分 : 


3z: 十 2 ee 
(1 | C1 Cc od 其 中 C:|z|= 4; 


(2) | szdz, 其 中 C:|z|= 卫 ， 
C 色 2 


(3) | tannzdz, 其 中 C: |z| =~ 3; 


(4) dz ; 
lz| =1 之 SI 之 
1 2 
(5) 一 - pr Td 
C6) en ee el Ye 


lz| =1 (z— a)”(z— 6)" 
3, J 
Cy 二 0 < < (2) | 7 Hs > 0) 


VD (4) (a 为 实数 , 且 a 关 0). 


4. 计算 下 列 积分 : 


1” zsinax ER x? 
| ar a>05>0; 2 de 


习题 五 


十 oo zx? 一 工 十 2 I zx? | 
‘2 | 2 十 10z: ods (4) Ea (zx? 于 ad (a 之 0); 

十 ce COS 工 网 alr 有 
‘3 | Cr Fl Ee Cp o XxX! 二 a (m > 0,4 > 0). 
5. 证 明 : 方程 


e 一 ez" 一 0 (XA>1) 
在 单位 圆 |z| 过 1 内 有 个 根 . 
6. 证 明 : 方程 


xz 一 人 一 


e z (>1) 


在 单位 圆 | =| 天 1 内 恰 有 一 个 实 根 . 
7. 证 明 : 车 函数 f(z) 在 区 域 D 内 单 叶 解析 , 则 在 DD 内 f/f’(z) 取 0. 


~ 
pe 


We 
， 共 形 映射 


共 形 映射 是 复 变 函 数论 的 一 个 重要 分 支 , 它 是 用 几何 的 观点 

来 研究 复 变 函 数 . 共 形 映射 有 着 广泛 的 应 用 .事实 上 ,在 . 

“和 物理 问题 中 ,问题 的 求解 (如 上 半 平 面 的 狄 利克 雷 问 题 、 机 要 绕 
流 问 题 等 ) 往 往 与 区 域 的 形状 有 关 . 由 于 在 复杂 的 区 域内 求解 比较 
困难 ,甚至 不 能 求 出 解 ,因此 我 们 可 作 映 射 wf(z), 将 复杂 区 域 
单 值 共 形 映射 为 简单 区 域 ,再 在 简单 区 域 中 求解 ,最 后 利用 反 浮 数 
z 一 广 !(mw) 得 到 问题 在 原 区 域 中 的 解 . 但 是 ,这 样 的 函数 ww 一 了 (z) 

人 nin 
么 共性 ? 这 也 就 是 本 章 所 要 讨论 的 内 容 . ， 


31 共 形 映射 


一 定 条 件 下 的 解析 变换 具有 很 好 的 性 质 : 保 域 性 、 保 角 性 和 共 形 性 . 
下 面具 体 来 介绍 这 些 性 质 . 

我 们 首先 来 看 两 个 具体 的 解析 变换 

w= fi(z)=z+a 和 w= f(z)= i. 

易 知 ,解析 变换 w= 二 f(z) 将 x 平面 上 的 圆 形 区 域 D: |z| 过 1 变换 成 了 zw 
平面 上 的 圆 形 区 域 G1: |w 一 a| 过 1, 即 Gi 二 1(D), 而 解析 变换 w= 
fz(z) 将 z 平 面 上 的 圆 形 区 域 D: |z|<<1 变换 成 了 z 平 面 上 的 一 点 <， 即 
{c} 二 f(D) ,如 图 6.1(a),(b) 所 示 . 

显然 G1 二 1(D) 是 区 域 , 即 f(z) 把 区 域 D 映 成 区 域 G1. 这 时 我 们 
称 f1(z) 具 有 保 域 性 . 而 {c) 二 f(D) 不 是 区 域 , 即 户 (z) 不 具有 保 域 性 . 
这 表明 ,不 是 所 有 的 解析 变换 都 具有 保 域 性 . 

定理 6. 1( 保 域 定理 ) 设 葡 数 世 二 f(z) 在 区 域 D 内 解析 , 且 不 恒 为 
常数 , 则 区 域 D 的 像 G= 二 f(D) 也 是 一 个 区 域 . 

证 首先 证 明 G 二 f(D) 是 开 集 , 即 G 内 的 每 一 点 都 是 内 点 . 
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匀 
间 
济 
以 


wlz) 


OOO 


(a) 


好 二 (2) 


(b) 


6.1 


设 点 w。 EG, 则 存在 z。 ED, 使 得 wo 二 f(zo). 要 证 wo 为 G 的 内 点 ,只 需 证 明 ww, 与 wo 
充分 接近 时 ,点 w, 也 属于 G, 即 存在 rw 的 一 个 邻 域 NC(wo)CG. 而 要 证 明 此 结果 ,我 们 只 需 
要 证 明 , 当 点 w, 与 点 wo 充分 接近 时 ,方程 w, 二 了 f(z) 在 区 域 D 内 有 和 解 . 为 此 ,考查 

f(z)—w, = f(z)— wo wo Oo— WwW,. 
由 解析 函数 零点 的 孤立 性 , 必 有 以 点 zo 为 心 的 某 个 圆周 C 以 及 C 的 内 部 全 都 含 于 区 域 D， 
使 得 f(z) 一 wo 在 圆周 C 上 及 圆周 C 的 内 部 ( 除 zo 外) 均 不 为 零 ,因而 在 圆周 C 上 ,有 
| f(z2)—w, | 宕 6>0. 
对 在 邻 域 |w, 一 wo | 二 6 内 的 点 忆 . 及 在 圆周 C 上 的 点 =, 都 有 
| fC2) —w, | 宕 6> |w, — wo | 
成 立 . 根据 颂 软 定理 ,在 贺 周 C 的 内 部 ,f(z) 一 ww, = 二 f(z) 一 wo 十 wo 一 w, 与 f(z) 一 wo。 有 相 
同 的 零点 个 数 . 于 是 方程 w, 二 f(z) 在 区 域 D 内 有 和解 . 

其 次 ,证 明 G 二 A(D) 具 有 连通 性 , 即 对 G 内 任意 两 点 都 能 找到 完全 含 在 G 内 的 一 条 折 
线 将 它们 连接 起 来 . 

设 色 二 f(z1) ,wz 一 f(zz) 为 G 内 任意 的 两 点 . 由 于 DD 是 区 域 ,因此 可 在 D 内 取 一 条 连 
接点 zx 和 点 zz 的 折线 C: z= 二 z(1) (ti 寺 t 才 ty z(t) 二 zi ,z(tz) 二 zo). 于 是 ,T; w= f[z(t)] 
(tt 人 ts) 就 是 连接 点 wi 二 f(zi) 和 点 ws 二 f(zs) 的 并 且 完 全 含 在 G 内 的 一 条 曲线 . 

综 上 可 知 ,G 二 A(D) 是 一 个 区 域 . 

注 〈1) 若 函 数 w= 二 f(z) 在 区 域 D 内 单 叶 解析 , 则 区 域 DD 的 像 G= 二 f(D) 也 是 一 个 
区 域 . 


事实 上 ,因为 w= 了 f(z) 在 区 域 DD 内 单 叶 解析 ,所 以 w 二 f(z) 在 区 域 D 内 不 恒 为 常数 . 
根据 定理 6.1, 区 域 D 的 像 G 二 A(D) 也 是 一 个 区 域 . 

(2) 一 般 地 ,车 函数 ww 二 了 f(z) 在 扩充 z 平 面 上 的 区 域 D 内 亚 纯 , 且 不 恒 为 常数 , 则 区 域 
D 的 像 G 二 f(D) 也 为 扩充 w 平 面 上 的 区 域 . 

(3)“ 若 函数 w= 二 fz) 在 点 z 解析 , 且 了 (zo) 关 0; 则 w= 二 f(z) 在 点 z 的 某 一 邻 域内 单 
叶 解 析 ” 的 几何 意义 是 : 在 点 wo 解析 的 函数 忆 二 f(z), 当 了 (zo) 关 0 时 ,可 将 zo 的 一 个 充分 
小 邻 域 变 成 wo 二 f(zo) 的 一 个 曲 边 邻 域 . 由 习题 五 第 7 题 知 ,车 函数 f(z) 在 区 域 D 内 单 叶 
解析 , 则 在 D 内 了 '(z) 关 0. 可 以 证 明 其 逆 不 真 ,但 这 里 说 明了 局 部 范围 内 其 逆 为 真 . 

以 上 讨论 了 解析 变换 的 保 域 性 , 接 下 来 研究 解析 变换 的 保 角 性 问题 . 

设 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ,z。ED, 且 六 (zo) 关 0; 又 设 

L: z= rt) = r+iy(t) (to tH) 
是 区 域 D 内 过 点 z 的 一 条 光滑 曲线 , 且 zo 一 tCto),r (to) 关 0. 曲线 工 在 点 zo 的 切线 与 实 轴 
的 夹 角 为 argr (to). 函数 f(z) 把 曲线 工 映 为 过 点 ws 二 了 (zo) 的 光滑 曲线 
T:; w=a(t)= f(r(t)) (tt), 
从 而 
go (to) = f rtoO)r (to) = fro)r to) #0, 
所 以 曲线 卫 在 点 wo 的 切线 与 实 轴 的 夹 角 为 arga (1o) 二 arg 扩 (zo) 十 argr (to) ,于 是 
argo (to) — argr (to) = argf’ (zo). 

这 说 明 ,光滑 曲线 厂 在 点 wo。 的 切 向 量 的 辐 角 与 曲线 工 在 点 z。 的 切 向 量 的 辐 角 之 差 恒 为 
arg 了 (zo) ,而 与 曲线 工 无 关 . 

设 志 ,Li 是 区 域 D 内 过 点 zo 的 任意 两 条 光滑 曲线 ,其 方程 分 别 为 z= (2) (< 委 三 ) 
和 之 二 tsa《) (bo 入 ft 和), 且 训 () 二 zw (bo) 二 ww. 它们 在 映射 w= 了 f(z) 下 的 像 分 别 是 通过 点 
wo 二 f(zo) 的 光滑 曲线 石 :; w= 二 o1 (= 二 fn()) ,Th : w= 二 62 (1) 二 f(zs(t)), 如 图 6.2 所 示 . 


由 于 
argo! (to) 一 argel (to) = argf’ (zo) = argo/ (io) 一 argry (to), 
因此 


argoy (to) — argo! (to) = argrt/ (to) 一 argr (to), 
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即 像 曲 线 忆 与 I 在 交点 wo。 处 的 交角 和 原 曲线 Li 与 Lz 在 交点 z 处 的 交角 相等 . 这 表明 ， 

如 果 (zo) 隆 0, 那 么 过 点 zo 的 任意 两 条 光滑 曲线 的 夹 角 ( 指 切线 的 夹 角 ) 在 映射 w= f(z) 

的 作用 下 ,都 保持 大 小 与 旋转 方向 不 变 . 我 们 称 argf (zo) 为 w 三 f(z) 在 点 zo 的 旋转 角 . 
任 取 过 点 z 的 曲线 工 : r(b ,其 在 映射 f(z) 下 的 像 为 夏 : w 一 olz) 二 f(r(zt)). 由 于 


i Ni 
0 2 过 9 
人 
因此 
fF 2) | = lim EA 
zz0 | ZO— zo | 


这 说 明 , 像 点 之 间 的 距离 与 原 像 之 间 的 距离 之 比 的 极限 是 | (zo)|, 它 只 与 x 有关 ,而 与 曲 
线 工 无 关 . 我 们 称 | f(zo) | 为 ww 二 f(z) 在 点 z 的 伸缩 率 . 

根据 以 上 分 析 , 当 阔 数 f(z) 在 区 域 DD 内 解析 ,和 且 了 (zo) 了 关 0 时 ,可 得 到 以 下 结论 : 

(1) 映射 w= f(z) 在 点 zo 的 旋转 角 argf (zo) 只 与 点 zx 有 关 , 而 与 曲线 工 无关, 称 之 为 
旋转 角 不 变性 ; 

(2) 映射 ww 二 f(z) 在 点 zo 的 伸缩 率 | 了 (zo) | 只 与 点 zx 有 关 , 而 与 曲线 工 无 关 , 称 之 为 
伸缩 率 不 变性 . 

因此 ,解析 函数 在 导数 不 为 零 的 点 处 具有 伸缩 率 不 变性 和 旋转 角 不 变性 . 

定义 6.1 若 函 数 ww 二 f(z) 在 点 zo 的 某 一 邻 域 内 有 定义 , 且 在 点 zo 满足 : 

(1) 伸缩 率 不 变性 ; 

(2) 过 zo 的 任意 两 条 曲线 的 夹 角 在 变换 w= f(z) 下 ,保持 大 小 与 方向 都 不 变 ， 
则 称 ww 二 f(z) 在 点 zo。 是 保 角 的 ,或 称 ww 二 f(z) 在 点 z 是 保 角 变换 . 

若 函 数 ww 二 f(z) 在 区 域 DD 内 处 处 都 保 角 , 则 称 w= 二 f(z) 在 区 域 D 内 是 保 角 的 ,或 称 
w 王 f(z) 为 区 域 D 内 的 保 角 变换 . 

由 上 面 的 分 析 讨 论 我 们 得 到 如 下 定理 : 

定理 6.2 如果 函数 w= 二 了 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ,那么 w= 二 f(z) 在 导数 不 为 零 的 点 是 保 
角 的 . 

显然 ,如 果 函 数 w= 二 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ,那么 w= 二 f(z) 在 导数 不 为 零 的 点 的 充分 小 
邻 域内 是 保 角 的 . 

推论 ”如果 函数 w= 二 f(z) 在 区 域 D 内 单 叶 解 析 , 那 么 w= 二 f(z) 在 区 域 D 内 是 保 角 的 . 

例 6.1 求 映射 w= 二 f(z) 二 zx’ 在 下 列 各 点 的 旋转 角 和 伸缩 率 ， 

(1) z=1; (2) z=1+i; (3) z= V3—i. 

解 ” 因 为 F(z) 二 3z ,所 以 

(1) (1) 二 3, 从 而 w= 二 f(z) 二 x 在 点 z==1 的 旋转 角 为 0, 伸 缩 率 为 | f (1) |==3; 
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(2) (1 十 让 二 3(1 十 阅 二 6i, 从 而 w= 二 f(z)= 二 z? 在 点 z 二 1 十 i 的 旋转 角 为 x/2, 伸 缩 率 
为 | (1+i)|==|16i|=6; 

(3) (WW3 一 让 二 3(Y3 一 让 ?二 6 一 6 VY3i;, 从 而 w= 二 f(z) 二 z’ 在 点 z= 二 V3 一 i 的 旋转 角 为 
一 x/3, 伸 缩 率 为 | f(y3 一 i) |=|6 一 6 V3i|==12. 

例 6.2 试 求 映射 ww 二 了 f(z) 二 z? 十 2z 在 点 < 一 一 1 十 2i 的 旋转 角 ,并 说 明 它 将 = 平面 上 
的 哪 一 部 分 放大 , 哪 一 部 分 缩小 . 

解 ” 因 为 广 (z) 一 2z 十 2, 所 以 了 (一 1 十 2)== 科 ,从 而 w= 二 了 f(z) 二 飞 十 2z 在 点 z 一 一 1 十 
2i 的 旋转 角 为 x/2, 伸 缩 率 为 | f(z) | 二 2V(z 十 1)? 十 .因此 , 当 | 了 (zx) | 过 1, 即 (x 十 1)? 十 
之 1/4 时 ,缩小 ; 当 (z 十 1 十 yy 之 1/4 时 ,放大 . 故 上 映射 w= 二 f(z)= 二 zz 十 2z 将 以 z= 二 一 1 为 
辑 心 ,1/2 为 半径 的 圆 内 缩小 , 圆 外 放大 . 

车 w= 了 f(z) 在 区 域 DD 内 单 叶 且 保 角 , 那 么 由 旋转 角 和 伸缩 率 的 几何 意义 不 难看 出 ， 
w 二 了 f(z) 将 一 个 曲 边 三 角形 上 映射 为 男 一 个 和 它 相 似 的 曲 边 三 角形 ,后 者 只 是 参照 前 者 进行 
了 伸缩 和 旋转 . 因此 我 们 有 如 下 定义 ， 

定义 6.2 车 函数 w= f(z) 在 区 域 D 内 单 叶 且 保 角 , 则 称 w= f(z) 在 区 域 D 内 是 共 形 
的 ,或 称 w= 二 f(z) 为 DD 内 的 共 形 映射 (也 称 为 保 形 上 映射 或 保 形 变换 ). 

车 函数 包 二 f(z) 在 区 域 D 内 共 形 , 则 w= 了 f(z) 在 区 域 D 内 处 处 局 部 共 形 ;反之 不 然 , 例 
如 ,对 于 函数 f(z) 二 e’ ,由 于 f(z) 二 e* 关 0, 因 此 该 函数 在 z 平 面 上 处 处 局 部 共 形 . 而 f(z) 
二 e* 是 以 2xi 为 周期 的 函数 ,因此 该 函数 不 是 单 叶 的 , 故 该 函数 在 整个 z 平 面 上 不 是 共 
形 的 . 

例 6.3 讨论 解析 函数 ww 二/(z) 二 z”(n 为 正 整数 ) 的 保 角 性 和 共 形 性 . 

解 ” 要 讨论 解析 函数 w= 二 f(z) 王 z”(n 为 正 整数 ) 的 保 角 性 和 共 形 性 ,我 们 只 需 找 出 使 
广 (z) 一 nz 天 0 的 点 以 及 w= 二 f(z) 二 xz" 的 单 叶 性 区 域 即 可 . 

因为 了 六 (z)= 二 nz”! ,所 以 当 z 关 0 时 ,有 f(z) = 二 nz"! 头 0. 于 是 解析 函数 w= f(z) = 二" 
在 z 平面 上 除 原点 z 一 0 外 ,处 处 都 是 保 角 的 . 


由 于 w=/(z) 一 z" 的 单 叶 性 区 域 是 顶点 在 原点 张 度 不 超过 径 的 角形 区 域 


D: a<argr<at ) 


故 在 此 角形 区 域 D 内 w 二 了 f(z) 二 zx" 是 共 形 的 . 在 张 度 超过 和 的 角形 区 域内 ,不 是 共 形 的 ， 


但 在 其 中 各 点 的 充分 小 邻 域内 是 共 形 的 . 
注 例 6.3 表 明 , 并 非 解析 函数 一 定 具 有 (整体 ) 共 形 性 ,即使 函数 f(z) 在 解析 区 域 D 
内 满足 f(z) 关 0, 也 不 一 定 能 保证 函数 f(z) 在 D 内 具有 (整体 ) 共 形 性 . 
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下 面 我 们 来 讨论 解析 函数 具有 (整体 ) 共 形 性 的 充分 条 件 . 

定理 6.3 设 函 数 忆 = 二 了 f(z) 在 区 域 D 内 单 叶 解 析 , 则 

(1) w 二 了 f(z) 将 区 域 D 共 形 映射 成 区 域 G= f(D); 

(2) 反 销 数 z=f'(w) 在 区 域 G 二 f(D) 内 单 叶 解析 , 且 

[六 Co 一 (zoED,z 一 zxzo)EG)， 

证 〈1) 由 定理 6. 1 与 定理 6. 2 的 推论 知 ,G 二 了 (D) 是 区 域 , 且 保 角 , 再 由 定义 6. 2 知 ， 
w 三 f(z) 将 区 域 D 共 形 映射 成 区 域 G= f(D). 

(2) 由 w= 二 f(z) 在 区 域 D 内 单 叶 解析 知 ,在 D 内 ,有 了 (z) 隆 0. 由 于 w= 二 f(z) 是 DD 到 
G 的 单 叶 满 上 映射 ,因而 是 D 到 G 的 一 一 映射 . 于是, 当 w 了 wo 时 ,z 关 zo, 即 反 洱 数 = 一 
了 '(w) 在 区 域 G 内 单 叶 , 故 

ff wo)_ zr 1 1 
Tw — to wwo ww f(z)— f(z0)" 

由 假设 f(z) 二 uw(z,y) 十 iv(x,y) 在 区 域 D 内 解析 , 即 在 D 内 满足 C-R 方程 wu 一 v,， 

wy 二 一 vz;， 邦 


Uz Ws 


二 十 态 二 | 十 iv.|? = | 了 (2z)|: 关 0. 


vs vy 
由 隐 函 数 存 在 定理 知 ,存在 两 个 函数 z=z(x,o,y= 一 y(xyo) ,使 得 z= 二 z(u,v) ,y= 二 y(u,v) 
在 点 wo = wo 十 1vo 及 其 某 一 邻 域 N.(wo) 内 连续 , 即 在 邻 域 NeCroo) 中 9 当 点 Ww wo 时 , 必 有 
z 二 广 1(wW) 一 zo 二 了 1(wo), 故 

lim ff wo) lim < 1 


ww Tw To ww W™ Wo WwW wo 


Uy Uz 


lim 
wrwg 之 一 之 0 
EO 

lim {DE fe) fx) 
20 一 


Ed 


即 [fi(wo)] = (zo ED ,wo = f(z0) EG). 


1 
f zo) 

由 于 点 wo 或 点 zo 的 任意 性 , 即 知 z 二 /1(w) 在 区 域 G 内 解析 . 

注 1936 年 D. Menchoff 证 明了 定理 6. 3 中 结论 (1) 的 逆 也 是 成 立 的 , 即 “ 如 果 函 数 
w 王 f(z) 将 区 域 DD 共 形 映射 成 区 域 G 二 A(D), 则 w== f(z) 在 区 域 D 内 单 叶 解 析 ”. 

定理 6. 3 还 表明 ,如 果 函 数 %w 王 f(z) 将 区 域 DD 共 形 映射 成 区 域 G= f(D) ,那么 反 函 数 
z 王 /1(w) 将 区 域 G 二 f(D) 共 形 映 射 成 区 域 D. 这 时 ,区 域 D 内 的 一 个 无 穷 小 曲 边 三 角形 
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apc 必 变 换 成 区 域 G 内 的 一 个 无 穷 小 曲 边 三 角形 a'b'c ,并 且 曲 线 之 间 夹 角 的 大 小 和 方向 保 
持 不 变 ,因此 我 们 认为 无 穷 小 曲 边 三 角形 abc 和 无 穷 小 曲 边 三 角形 a 2 ec“ 相似 ”, 如 图 6. 3 
所 示 . 这 就 是 共 形 映射 这 一 名 称 的 由 来 . 


D w=f(2) 
As 
4 b z =f"!(w) 


图 6.3 


显然 ,两 个 共 形 映射 的 复合 仍 为 共 形 映射 因此 ,我 们 可 以 通过 复合 若干 已 知 的 共 形 映 
射 而 构成 更 多 较为 复杂 的 共 形 映射 . 

共 形 映射 的 基本 任务 是 ,给 定 一 个 区 域 D 和 另 一 个 区 域 G, 要 求 找 出 将 区 域 D 共 形 映 
射 成 区 域 G 的 函数 f(z) 以 及 唯一 性 条 件 . 


3 2 分 式 线性 变换 


分 式 线性 变换 是 一 类 比较 重要 的 映射 ,是 近代 函数 论 中 一 个 非常 基本 的 工具 ,有 非常 重 
要 和 非常 有 用 的 奇妙 性 质 . 它 在 理论 上 和 实际 应 用 中 都 有 着 十 分 重要 的 作用 ,许多 共 形 映 
射 的 一 般 理论 问题 往往 由 它 而 得 到 启发 ;在 实际 应 用 中 ,常常 用 它 来 做 具体 区 域 间 的 映射 . 


一 、 四 种 基本 变换 

我 们 先 来 介绍 四 种 常用 的 基本 变换 : 
(1) 旋转 变换 w= 二 ze* ,这 里 a 为 实数 . 
因为 


w= ze (fa ER)SS z= re ro 一 ret® 


|w|= |z|=r, Argw— Argz = a, 
所 以 w= 二 ze* 是 将 z 平面 上 的 点 z 以 原点 为 中 心 按 道 时 针 (o>0) 或 顺 时 针 (Co<0) 旋 转角 度 
la| ,从 而 它 将 每 一 个 几何 图 形 映 为 全 等 图 形 , 如 图 6.4 所 示 . 
(2) 伸缩 变换 (也 称 相似 变换 )w 一 rz, 这 里 7 为 正 实数 . 
由 于 
|w|=r|z|,， UC—=rr,vV=ry, 
w= rz (r>0) < 和 全 所 全 
argr 一 argz argw 一 argz， 


可 见 z 一 rz 是 将 z 平面 上 的 点 z 沿 Oz 的 方向 远离 (>>1) 或 缩 进 (r<1) 于 原点 至 > 倍 ,从 而 
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它 将 每 一 个 几何 图 形 映 为 相似 图 形 , 如 图 6.5 所 示 . 


(3) 平移 变换 ww 二 z 十 ,这 里 有 为 复 常数 . 
w= 二 zx 十 h 是 将 z 平面 上 的 向 量 Oz 平移 一 个 向 量 仿 , 于 是 它 将 每 一 个 几何 图 形 映 为 全 
等 图 形 , 如 图 6.6 所 示 . 


yp(v) 


6.6 图 6.7 


(4) 反 演 变换 (也 称 倒数 变换 ) w 一 二 . 
反 演 变换 w 一 二 可 以 分 解 成 两 个 更 为 简单 的 变换 w= 喜与 中 = 的 复合 ,其 中 


w 一 去 称 为 关于 单位 圆周 的 对 称 变换 ,并 称 z 和 是 关于 单位 圆周 的 对 称 点 ; 


w 一 6 称 为 关于 实 轴 的 对 称 变 换 , 并 称 w 和 w 是 关于 实 轴 的 对 称 点 . 

可 见 , 反 演变 换 是 通过 两 个 对 称 变换 复合 而 成 的 ,此 时 原 像 点 和 像 点 之 间 的 关系 可 用 以 
下 几何 方法 作出 : 先 过 点 = 作 射线 Oz 的 垂 线 与 圆周 交 于 点 A ;再 过 点 A 作 单 位 圆周 |z| ==1 
的 切线 与 射线 Oz 交 于 点 w, 则 点 w 就 是 点 z 关于 单位 圆周 的 对 称 点 ;最 后 作 点 w 关于 实 轴 
的 对 称 点 w 即 可 (图 6.7). 
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由 图 6. 7 可 知 , 直角 三 角形 OzA 与 直角 三 角形 OAw 相似 . 于 是 ,让 一 全， 如 


jwl|z| 二 1, 且 点 z,w 都 在 过 单位 圆 圆心 的 同一 条 射线 上 ,从 而 这 两 点 的 辐 角 相等 记 
xz 一 re“, 则 有 


规定 圆心 z= 二 0 和 点 co 是 关于 单位 圆周 | z| 一 1 的 对 称 点 . 
二 、 分 式 线性 变换 及 其 分 解 


定义 6.3 形 如 w= (其 中 ,6 ,ed 为 复 常数, 且 | “| -oa 一 sczo) 的 变换 和 
cad 


为 分 式 线性 变换 , 简 记 为 w 一 LCz). 
由 于 德国 数学 家 莫 比 乌 斯 (Mabius) 对 分 式 线性 变换 ww 一 伴生 5 做 过 大 量 的 研究 ,因此 


在 许多 文献 中 也 称 它 为 莫 比 乌 斯 变换. 
注 ”对 于 分 式 线性 变换 ,我 们 有 以 下 几 点 说 明 : 


(1) 分 式 线性 变换 中 ,系数 满足 的 条 件 “| 二 ad 一 bc 关 0 不 可 缺少 ,否则 必 将 导致 


L(z) 为 常数 ,不 能 构成 共 形 变换 . 
(2) 为 研究 方便 ,在 扩充 z 平 面 上 ,我 们 对 分 式 线性 变换 ww 二 LC(z) 补 充 定 义 如 下 : 


@ 当 c 尖 0 时 ,补充 定义 了 上 (一 全 )=o,L(co) 一 全， 


@) 当 c==0 时 (4d 关 0) ,补充 定义 工 (ce)=co. 
这 样 分 式 线性 变换 w= 二 L(z) 就 成 为 整个 扩充 z 平 面 上 的 线性 变换 . 


(3) 在 扩充 < 平面 上 ,w 一 L(z) 一 伴生 有 北 变 换 < 一 /1(w) 一 一 (导数 不 为 


零 ) ,也 为 分 式 线性 变换 . 分 式 线性 变换 w= 二 L(z) 是 扩充 z 平 面 与 扩充 w 人 的 一 一 变 
换 , 即 分 式 线性 变换 ww 二 LC(z) 在 整个 扩充 = 平面 上 是 单 叶 的 . 换言之 ,分 式 线性 变换 w= 
工 (z) 将 扩充 = 平面 单 叶 地 变换 成 扩充 世 平面 . 

(4) 根据 定理 6. 1 的 注 得 知 , 分 式 线性 变换 芭 王 工 (z) 在 整个 扩充 = 平面 上 是 保 域 的 . 

(5) 分 式 线性 变换 的 复合 仍 为 分 式 线性 变换 . 

为 了 研究 分 式 线性 变换 的 性 质 , 接 下 来 讨论 分 式 线 性 变换 的 结构 . 

一 般 的 分 式 线性 变换 ww= 工 (= 都 可 以 分 解 成 上 述 四 种 基本 变换 的 复合 .事实 上 ， 

当 c 二 0 时 ,分 式 线性 变换 变 为 


dw 


三 
也 二 可 < 十 也 kz 二 h (R 天 0)， 


称 其 为 整 线性 变换 ,该 变换 是 由 旋转 变换 .伸缩 变换 .平移 变换 复合 而 成 的 . 
当 c 关 0 时 ,分 式 线性 变换 可 以 变形 为 


_ az 十 b_ pc 一 aa ， 十 也 
cz+d C cz 十 QQ c 

1 

人 


它 是 由 整 线性 变换 和 反 演 变换 复合 而 成 的 . 


例 6.4 求 将 圆周 C, : | 一 1| 一 1 映 成 圆周 C;: 二 2 的 分 式 线性 变换 . 


局 二 总 
2 


解 ”首先 向 左 平移 一 个 单位 ,将 Ci :|z 一 1| ==1 喘 为 圆心 在 原点 的 单位 圆周 | 上 | 一 1, 然 


一 2 , 即 


3 ， 
w—51 


后 作 两 倍 的 伸缩 变换 ,最 后 沿 虚 轴 向 上 平移 学 个 单位 ,得 到 Cs: |w 一 3 


=z—1, 7=28—2z—2, wnt+3i— 2z—2+i 


这 里 w 一 2z 一 2 十 了 就 是 所 求 的 分 式 线性 变换 . 
例 6.5 求 下 列 分 式 线性 变换 的 不 动 点 ( 即 自己 映 成 自己 的 点 ): 


_ zz 十 1 -3% 二 | 2 
(1) w= (2) w= zl (3) w=kz (&R 尖 0)， 
解 (1) 设 点 z 为 分 式 线性 变换 的 不 动 点 , 则 有 
z= +l 即 zz: 一 2z 一 1] 二 0， 


z—1’ 
解 得 
z 二 1 十 2 与 xz 二 1 一 V2. 

所 以 z 一 1 十 V2 与 z= 二 1 一 V2 为 该 变换 的 两 个 相 异 的 不 动 点 (没有 无 穷 不 动 点 ). 

(2) 设 点 z 为 分 式 线性 变换 的 不 动 点 , 则 有 
i 2 ， 
解 得 一 1( 重 根 ). 所 以 z==1 为 该 变换 的 二 重 不 动 点 (没有 无 穷 不 动 点 ). 

(3) 当头 1 时 ,该 变换 将 0 映 成 0, 将 co 映 成 ce , 则 该 变换 有 一 个 有 限 不 动 点 和 一 个 无 
穷 不 动 点 ; 当 k==1 时 ,该 变换 为 便 等 变换 ,扩充 = 平面 上 的 每 一 点 都 是 不 动 点 . 

注 可 以 证 明 除 恒 等 变换 外 ,一 切 分 式 线性 变换 在 扩充 = 平面 上 均 有 两 个 相 蜡 的 不 动 
点 或 一 个 二 重 的 不 动 点 . 


即 xz: 一 2z 十 1 = 0， 


之 
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、 分 式 线性 变换 的 性 质 


由 于 分 式 线性 变换 是 整 线性 变换 和 反 演 变换 的 复合 ,因此 要 研究 分 式 线性 变换 的 性 质 ， 
只 需 研究 整 线性 变换 和 反 演 变换 的 性 质 即 可 ,此 处 我 们 不 加 证 明 地 给 出 分 式 线性 变换 的 四 
个 重要 性 质 : 共 形 性 、 保 交 比 性 、 保 圆周 性 、 保 对 称 点 性 . 

定理 6.4 分 式 线性 变换 w==L(z) 在 扩充 z 平面 上 是 共 形 的 . 

定义 6.4 扩充 z 平 面 上 有 顺序 的 四 个 相 异 点 zx: ,zs ,zs,z4 构成 的 量 


Z4 XI 。Z3 Zl 


届 


Z4 2 2Z3 2X2 


称 为 它们 的 交 比 , 记 做 (z: 9 之 2 》 之 3 ， 24 ) ， 即 
ZE 之 3 -之 1 
Z4 4 之 3 一 Z2 


规定 : 若 定义 6.4 的 四 点 = ,zz ,zs ,zs 中 有 一 点 为 co, 此 时 将 交 比 定义 式 中 包含 此 点 的 
项 用 1 代替 . 例如 ; 若 Z1 一 CO 时 , 则 有 


《zl ， za ，Z3 ，Z4 ) 一 


| 
2Z4 Zs 2Z3 一 2 
实际 上 是 先 将 zi 视 为 有 限 ,再 令 z1 一 oo 取 极 限 得 到 . 
注 ”四 点 的 交 比 与 四 点 的 顺序 有 关 , 一 般 情况 下 ,顺序 不 同 , 交 比值 也 不 同 . 
例 6.6 求 交 比 (0,1,1 十 i,2) 和 (i,1,1 十 i, co). 
2 一 0 . 1 十 一 0_，, 1 十 i_ 2i 


(co ,zz 9 之 3 ,4 ) = 


; ee ee 
1 1 十 bece) 一 本 1 干 这 1 二 三 一 写 
定理 6. 5 在 分 式 线性 变换 下 ,四 点 的 交 比 不 变 , 即 设 ww ,us ya sew 分 别 是 ma， 
az 十 


z4 在 分 式 线性 变换 ww 一 一 二 7 (ad 一 pc 天 0) 下 的 像 , 则 


(wi [dk ,ts ) = (zi 9 之 2 9 之 3 ， Z4 ). 


从 表面 上 看 ,分 式 线性 变换 由 一 22 二 4 和 四 个 复 常数 a,5,c,d 有 关 , 由 于 限定 了 条 件 


ad 一 bc 了 0, 即 a,6,c,d 中 至 少 有 一 个 不 为 零 , 因 此 我 们 可 用 不 为 零 的 数 去 除 二 各 十 的 分 


子 或 分 母 , 那 么 w 一 2 二 4 实际 上 只 与 三 个 复 常数 有 关 . 要 确定 这 三 个 复 常数 ,只 需要 任意 


指定 三 对 对 应 点 : z < 了 >w(k 二 1,2,3). 根据 定理 6. 5, 列 表达 式 


(Wi Wz ys yw) 一 (1 ,Zz2 TZ3 之 ) ， 
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即 可 得 到 变换 ww 一 生生, 其 中 4,5,c,d 可 由 zk 和 zt(k 一 1,2,3) 来 确定 , 且 除 了 相差 一 个 党 


数 因 子 外 是 唯一 的 . 

定理 6.6 设 分 式 线性 变换 将 扩充 = 平面 上 三 个 相 异 的 点 zi ,zz ,zs 指定 分 别 映射 成 为 
TW » TW2 » Ws ,; 则 此 分 式 线性 变换 被 唯一 确定 ,并 且 有 (wi ,Wa 3 WW) 一 (zi ,Zz2，Z3,z), 即 三 对 
对 应 点 唯一 确定 一 个 分 式 线性 变换 . 

例 6.7 求 将 0,1, 一 1 分别 映 射 成 i,2,0 的 分 式 线性 变换 . 

解 ” 所 求 分 式 线性 变换 为 (0,1, 一 1,z) 二 (i,2,0,w), 即 


Wi 0 hb 0 mk 
w—2 0 一 2 z—1 一 1 一 1 
化 简 得 轨 二 3 一 i -之 ,于 是 所 求 的 分 式 线性 变换 为 
9 
(i—1)z++t1. 


直线 可 视 为 过 无 穷 远 点 ce 的 圆周 , 即 以 ce 为 圆心 ,以 十 ce 为 半径 的 扩充 = 平面 上 的 圆 
周 . 因此 ,由 整 线性 变换 w 二 kz 十 h(k 关 0) 的 几何 意义 知 , 整 线性 变换 将 扩充 z 平面 上 的 贺 


周 映射 成 扩充 uw 平面 上 的 圆周 . 反 演变 换 w 一 -= 也 可 将 扩充 < 平面 上 的 圆周 映射 成 扩充 名 


平面 上 的 圆周 . 事实 上 ,由 于 z 平面 上 圆周 或 直线 方程 为 
Azz 十 Bz 十 Bz 十 C= 0， 
其 中 A,C 为 实 常数 ,8 为 复 常数 , 且 |8|:> 之 AC. 显然 , 当 A==0 时 ,方程 Bz 十 Bz 十 C==0 表示 
直线 (参见 习题 一 第 10,11 题 ). 经 过 反 演变 换 w 一 二 ,Azz 十 Bz 十 Bz 十 C0 变 为 
Cw 古 十 B 可 十 Bw 十 A = 0， 
它 仍 表示 问 周 或 直线 . 也 就 是 说 ,分 式 线性 变换 将 圆周 (直线 ) 变 为 圆周 或 直线 . 因此 ,可 以 
说 ,分 式 线性 变换 具有 保 圆周 性 , 即 

定理 6.7 分 式 线性 变换 将 扩充 复 平面 上 的 圆周 映射 成 扩充 复 平面 上 的 圆周 . 

说 明 设 包 二 L(z) 是 一 个 分 式 线性 变换 ,C 为 扩充 z 平面 上 的 一 个 圆周 , 则 了 一 工 (C) 是 
扩充 记 平 面 上 的 一 个 圆周 . 由 于 扩充 复 平面 被 圆周 划分 成 两 个 区 域 , 设 C 分 扩充 z 平面 的 
两 个 区 域 为 di 和 ,而 了 分 扩充 忆 平 面 的 两 个 区 域 为 D, 和 D: ,那么 我 们 可 以 断定 qd; 的 
像 必 然 是 D, 和 Da 中 的 一 个 ,而 d; 的 像 是 Di 和 D: 中 的 另 一 个 .我 们 可 用 以 下 两 种 方法 确 
定 di 和 qd; 的 对 应 区 域 : 

方法 1: 在 区 域 di 中 取 定 一 点 zo， 如 果 wo 一 工 (zo) 在 区 域 也; 中 ,那么 可 以 断定 D, = 
L(di); 否 则 D; = 二 Ldi). 

方法 2: 在 圆周 C 上任 取 三 点 之 1 9 之 2 9 之 3 ,使 观察 者 沿 依 之 1 9 之 2 9 之 3 的 方向 绕 行 ,区 域 di 在 
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观察 者 的 左 方 ( 可 称 心 为 C 的 左 域 ). 根据 共 形 性 ,观察 者 沿 像 曲线 了 = 工 (C) 也 依 wi 一 
L(zi) ,wz 一 L(zz) ,ws 二 L(zs) 的 方向 绕 行 , 则 位 于 观察 者 左 方 的 区 域 为 Di 二 Ld;). 

例 6.8 求 将 区 域 卫 :|z| >1 映射 成 区 域 G: Rew<0 的 分 式 线性 变换 ， 

解 在 圆周 |z| 王 1 上 取 三 点 z=1, 一 一 ib 罗 一 一 1, 使 得 区 域 D:|z|>1 是 圆周 
|z| 一 】 的 左 域 . 另外 ,在 虚 轴 上 取 三 点 wi 二 0,wz 一 i,rzus 一 co 使 得 区 域 G: Rerv<<0 是 TO ， 
wz ,ws 的 左 域 . 将 1 映射 成 0, 一 i 映射 成 i, 一 1 映射 成 co 的 变换 即 为 所 求 的 分 式 线性 变换 . 
由 (1, 一 i, 一 1,z) 二 (0,i,co,w) ,得 所 求 的 分 式 线性 变换 为 

(z— DU+D) _ 1 xz 

(zz 十 1)( 一 i 一 1) 1 二 
前 面 讨论 了 关于 单位 圆周 的 对 称 点 的 概念 ,现在 我 们 将 这 一 概念 推广 到 一 般 圆 周 的 情形 . 

定义 6. 5 设 ms,zz 是 zx 平面 上 的 两 点 ,C 为 圆周 
|z 一 a | 二 R. 若 = ,zs 都 在 过 圆心 a 的 同一 条 射线 上 , 且 
|z1—al||z:—a|= R’, 

则 称 =: ,zz 关于 C 对 称 . 规定 圆心 a 与 co 也 是 关于 C 对 称 的 
(图 6. 8). 

由 定义 6.5 知 , 点 zi ,zs 关于 圆周 C: |z 一 a| = 王 R 对称 必 
须 满 足 


YU 一 


它 也 就 是 关于 一 般 圆周 的 对 称 点 计算 公式 . 
定理 6.8 设 w 二 L(z) 为 分 式 线性 变换 ,C 为 z 平面 上 的 一 个 圆周 ,点 = ,zz 关于 圆周 
C 对 称 , 则 像 点 WwI 二 L(z1) 和 Ty 一 工 (zz ) 关 于 像 圆周 厂 二 L(C) 也 对 称 . 


四 、 分 式 线性 变换 的 应 用 


分 式 线性 变换 有 着 重要 的 应 用 ,尤其 是 在 处 理 边界 为 圆 弧 或 直线 的 区 域 的 变换 中 . 分 式 
线性 变换 中 ,除了 平移 .伸缩 .旋转 和 相似 四 种 基本 变换 比较 常见 外 ,还 有 三 种 变换 经 常 使 
用 , 即 把 上 半 平 面 共 形 映射 成 上 半 平 面 .上 半 平 面 共 形 映射 成 单位 圆 . 单 位 圆 共 形 映 射 成 单 
位 圆 的 变换 . 下 面 举例 说 明 ,如何 利 用 分 式 线性 变换 来 实现 边界 为 圆 弧 或 直线 的 区 域 之 间 的 
共 形 映射 . 

az+b 


例 6.9 证 明 : 若 分 式 线性 变换 ww 二 L(z) 一 一 十 z 满足 条 件 : a,b,c,d 是 实 常数 , 且 
ad 一 pc>0, 则 该 变换 把 上 半 z 平面 共 形 映射 成 上 半 z 平面 . 


证 “由 已 知 条 件 , 当 为 实数 时 ,w 一 L(z) 一 和 也 为 实数 , 即 变换 L(z) 把 实 轴 映 射 
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成 实 轴 . 又 当 z 为 实数 时 ,有 经 一 -2d -455 >0, 因 此 该 变换 把 实 轴 映 射 成 实 轴 日 是 同 向 的 


(图 6. 9) , 即 分 式 线性 变换 w= 二 L(z) 把 上 半 zx 平面 共 形 映射 成 上 半 冯 平面 . 


了 vy 
Imz>0 Imw>0 
w=L(z) 
0 z0 X ad—bc>0 0 wo u 
图 6.9 


思考 ” 例 6.9 中 的 分 式 线性 变换 会 将 下 半 z 平 面 映射 成 什么 区 域 ? 
例 6.10 求 出 将 上 半 平 面 Inz>>0 共 形 映射 成 单位 圆 |w| 过 1 的 分 式 线性 变换 w= 
L(z) ,使 得 L(a) 一 0, 其 中 Ima 守 0. 
解 ” 根 据 保 对 称 点 性 ,点 a 关于 实 轴 的 对 称 点 应 被 映射 成 ww 二 0 关于 单位 圆周 | w| = 
1 的 对 称 点 ww 一 co ,因此 ,该 分 式 线性 变换 具有 如 下 形式 : 
ww 一 上 2 一， 其 中 为 常数 . 


再 根据 保 圆周 性 ,w 一 LC(z) 将 实 轴 映 射 成 单位 圆周 |w| 一 1, 即 实 轴 上 的 任 一 点 一 定 被 映射 
成 单位 圆周 |w| 一 1 上 的 点 ,因此 取 z==0, 得 w= 地. 由 |w| 二 1, 得 


1= |k|| 考 
其 中 96 为 实 常数 ,于 是 所 求 的 分 式 线性 变换 为 


二 |k|， 即 有 一 ei， 


(Ima > 0). 


we 


思考 在 例 6. 10 中 ,如 果 我 们 要 将 上 半 平 面 映射 成 单位 圆周 |w| =1 的 外 部 ,那么 所 求 
变换 应 具有 什么 形式 ? 

例 6.11 求 出 将 上 半 平 面 Imz>>0 共 形 映射 成 上 半 平 面 Inw>0 的 分 式 线性 变换 w= 
L(z) ,使 得 世 (0) 一 0, 世 (iD 一 1 十 1 

解 由 例 6.9 知 ,可 设 所 求 的 分 式 线性 变换 为 


az 十 已 


We 


其 中 a,6ycsd 是 实 常 数 , 目 ad 一 bc>0. 由 上 (0) 二 0, 得 了 地 一 0, 即 5 一 0, 从 而 a 关 0, 于 是 


TU 


2 
ez 十 户 
其 中 ce 一 ,7 一 全 都 为 实数 . 又 由 LGD 二 1 十 i, 得 


1 十 1 二 即 〈 太 一 e) 十 1 十 e) 一 1， 


ie 十 六 
所 以 e= /一斑 ,于 是 所 求 的 分 式 线性 变换 为 


2z 
zl 
例 6.12 求 出 将 单位 圆 |z| 二 1 共 形 映射 成 单位 圆 |w| 过 1 的 分 式 线性 变换 w= 二 L(xz)， 
使 得 L(a) 二 0, 其 中 |a| 二 1,a 冯 0. 


解 ” 根 据 保 对 称 点 性 ,点 a 关于 单位 圆周 |z| 一 1 的 对 称 点 十 应 被 映射 成 点 ww 二 0 关于 
单位 圆周 |w|==1 的 对 称 点 w= 二 00, 因 此 ,该 分 式 线性 变换 具有 如 下 形式 : 


A ZzZ—a 
三 ka kh Ta 


ww 二 


9 


其 中 为 复 常数 . 再 根据 保 圆周 性 ,w= 二 LCz) 将 单位 圆周 |z| =1 映射 成 单位 圆周 |w| 一 1， 
即 单 位 圆周 |z| 二 1 上 的 任 一 点 一 定 映射 成 单位 圆周 |w| 二 1 上 的 点 ,因此 取 z= 二 1, 得 
1—a 


w= ki 


l—a 
1—&a 


其 中 6 为 实 常数 ,于 是 所 求 的 分 式 线性 变换 为 
we -二 (|a|<=1,a 0). 
思考 在 例 6.12 中 ,如 果 我 们 要 将 单位 圆 |z| 过 1 映射 成 单位 圆周 | 让 | =1 的 外 部 , 那 
么 所 求 的 变换 应 具有 什么 形式 ? 


1= |&k| = |k|， 即 kl = ei?, 


$3 某 些 初等 函数 构成 的 共 形 映射 


共 形 映射 的 一 般 理 论 对 做 出 具体 区 域 之 间 的 共 形 映射 具有 一 定 的 指导 意义 . 比如 说 ,对 
于 定义 在 某 区 域内 的 解析 函数 ,我 们 只 要 能 找到 单 叶 性 区 域 ,那么 由 此 而 得 到 的 映射 必然 是 
共 形 映射 .为 了 做 出 具体 区 域 之 间 的 共 形 映射 ,我 们 不 仅 要 熟悉 分 式 线性 变换 ,还 要 掌握 一 
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些 基 本 初等 函数 ,这 是 因为 许多 复杂 的 共 形 映射 往往 由 这 些 基 本 初等 函数 所 组 成 的 . 这 一 节 
我 们 介绍 几 类 由 基本 初等 函数 ( 寡 函 数 、 根 式 函 数 、 指 数 函 数 、 对 数 函 数 ) 构 成 的 共 形 映射 . 研 
究 初 等 函数 构成 的 共 形 映射 对 讨论 其 他 复杂 的 共 形 映射 有 着 重要 的 作用 . 


一 、 篆 国 数 与 根 式 酌 数 


徊 函数 w= 二 zx"(n 为 正 整 数 ) 是 > 平面 上 的 单 值 解析 函数 , 它 将 扩充 z 平 面 变 为 扩充 多 
平面 , 且 除 了 点 z=0 及 z 二 oo 外 ,处 处 具有 不 为 零 的 导数 ,因此 它 在 这 些 点 是 保 角 的 . 
由 寡 函 数 的 性 质 知 , 寡 函数 w= 二 z"(n 为 正 整 数 ) 的 单 叶 性 区 域 是 顶点 在 原点 , 张 角 不 超 


过 经 的 角形 区 域 . 例如 ,等 函数 ww 一 z 在 角形 区 域 D: 0<argz<9 (0<0< 守 内 单 叶 解析 ， 
因而 也 是 共 形 的 . 于 是 , 笃 函 数 ww 一 z 将 角形 区 域 D: 0<argz<9 (0<0< 征 ) 共 形 映射 成 角 
形 区 域 万 : 0<argw<n6 (图 6. 10). 特别 地 , 当 = 平面 上 的 角形 区 域 分 别 为 0<argz< 亚 和 


一 过 <argz<< 二 时 ,在 圭 函 数 变换 w 二 xz” 下 ,它们 就 分 别 被 映射 成 多 平面 上 的 上 半 平 面 和 去 
掉 原点 及 负 实 轴 的 区 域 ,如 图 6. 11(a),(b) 所 示 . 
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“第 六 章 ” 共 形 映 射 


(1) z 平 面 上 的 角形 区 域 gr 下 (k= 二 0,1,…,n 一 1) 都 被 映射 成 多 平 面 上 的 
上 半 平 面 . 更 一 般 地 ,xz 平面 上 顶点 在 原点 , 张 角 为 一 的 角形 区 域 都 被 映射 成 w 平面 上 的 一 
个 半 平 面 . 

(2) z 平面 上 的 角形 区 域 2 (& 二 0,1,…,n 一 1) 都 映射 成 叫 平 面 上 


去 掉 原点 及 负 实 轴 的 区 域 . 更 一 般 地 ,z 平面 上 顶点 在 原点 , 张 角 为 2 的 角形 区 域 都 被 映射 
成 平面 上 去 掉 从 原点 出 发 的 一 条 射线 的 区 域 

(3) z 平面 上 顶点 在 原点 , 张 角 不 超过 入 的 角形 区 域 都 被 映射 成 w 平面 上 顶点 在 原 
点 , 张 角 为 原来 角形 区 域 张 角 倍 的 角形 区 域 . 

思考 短 函 数 一 z" 将 角形 区 域 0<argz<<< 共 形 映射 成 zw 平面 上 的 什么 区 域 ? ( 管 


案 : 寡 函 数 w 一 z 将 角形 区 域 0<argz< 秋 共 形 映射 成 w 平面 上 去 掉 原 点 及 正 实 轴 的 区 


域 ) 
根 式 函数 = 一 ww 作为 宕 函数 记 一 z 的 道 变换 , 它 可 将 wm 平面 上 的 角形 区 域 万 : 0< 


argw<ng (0<6< 生 ) 共 形 映射 成 平面 上 的 角形 区 域 D: 0<argz<9 (Yw 是 DD 内 的 一 个 


单 值 解析 分 支 ,其 值 完全 由 区 域 D 确定 ) ,如 图 6. 10 所 示 . 

例 6. 13 求 将 具有 割 痕 Rez 一 a,0 过 Imz<h 的 上 半 > 平面 共 形 映 射 成 上 半 w 平面 的 变 
换 . 

解 ”如 图 6. 12 所 示 , 先 作 平移 变换 = 一 > 一 ,将 具有 割 痕 Rez 一 a,0 过 Imz<h 的 上 半 z 
平面 共 形 映射 成 具有 割 痕 Rez 一 0,0 和 Imz < 六 的 上 半 z, 平面 ;其 次 作 竺 函数 变换 z 二 zf， 
将 具有 割 痕 Rez 二 0,0<Imz,<<h 的 上 半 zi 平面 共 形 映 射 成 具有 割 痕 Imzs 一 0, 一 A 二 Rez, 
一 十 co 的 zz 平面 ;再 次 作 平移 变换 zs 二 =z; 十 hr? ,将 具有 割 痕 Imzs 二 0, 一刀 志 Rezs 二 十 oo 的 
zz 平面 共 形 映射 成 去 掉 原 点 及 正 实 轴 的 zs 平面 ;然后 作 根 式 函 数 变换 z, = WV 吉 ,将 去 掉 原 
点 及 正 实 轴 的 z, 平面 共 形 映 射 成 上 半 z 平面 ;最 后 作 平移 变换 wz 十 a, 并 与 上 述 四 种 变 
换 复合 , 即 可 得 到 所 求 的 变换 为 w= WCz 一 05 王磊 十 o. 

例 6.14 求 将 z 平 面 上 的 角形 区 域 一 x/4 二 argz 二 x/2 共 形 映射 成 上 半 由 平面 的 变换 ， 
且 使 得 点 z=1 一 i,i,0 分 别 被 映射 成 w 一 2, 一 1,0. 


ZI 一 2 一 > Zz2=2? 
一 hi 一 -一 一 
O -Wm Uv 
| 
yy 
w=zs+a ze 
Ola-h a ath u = 有 位 h 0 
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解 ” 如 图 6. 13 所 示 , 先 作 短 函 数 变换 5 一 (ew%4z)4 将 > 平面 上 的 角形 区 域 一 xz/4<argz 
过 x/2 共 形 映射 成 上 半 平面 ,并 使 得 点 z 二 1 一 i,i,0 分 别 被 映射 成 5 平面 上 的 点 5 一 V4， 
一 1,0. 根据 保 交 比 性 质 , 再 作 变换 (w,2, 一 1,0) 二 (5,V4, 一 1,0), 即 
_ 2W4+ Det | 
CE 一 2)5 十 3 
它 将 上 半 “《 平 面 共 形 映 射 成 上 半 mw 平面 , 且 使 5 平面 上 的 点 5 一 4, 一 1,0 分 别 被 映射 成 w 
平面 上 的 点 ww 二 2, 一 1,0. 复合 上 述 两 个 变换 , 即 可 得 到 所 求 的 变换 为 


CE 一 2)(ewa 十 3 
t= (E42) 
ms A4 


2(V4+D5 


-DE +3V4 


1133 
§3 某 些 初等 函数 构成 的 共 形 映射 | 


宪 函 数 与 根 式 函数 都 具有 把 角形 区 域 共 形 映射 成 角形 区 域 的 特点 , 且 宪 函数 具有 把 角 
形 区 域 的 张 度 扩大 的 特点 , 根 式 函 数 具 有 把 角形 区 域 的 张 度 缩小 的 特点 . 因此 ,在 今后 的 学 
习 过 程 中 ,如 果 遇 到 需要 将 角形 区 域 的 张 度 扩大 或 缩小 的 情况 ,我 们 可 以 适当 选择 短 函 数 或 
根 式 函数 所 构成 的 共 形 映射 来 实现 . 


二 、 指数 函数 与 对 数 函 数 


指数 函数 zw=e* 在 z 平面 上 是 解析 的 , 且 对 任意 的 有 限 点 都 有 (er*) 一 关头 0, 因 此 w= 
e’ 在 >z 平面 上 是 保 角 的 . 

由 指数 函数 的 性 质 知 ,指数 函数 w=e= 的 单 叶 性 区 域 是 平行 于 实 轴 宽 不 超过 2x 的 带 形 
区 域 . 例如 ,指数 函数 zw 一 e= 在 带 形 区 域 了 : 0 二 Imz 过 h(0<<h 志 2x) 内 是 单 叶 的 ,因而 也 是 共 
形 的 (z= 二 oo 不 在 DD 内 ,而 在 DD 的 边界 上 ). 于 是 指数 函数 ww=e: 将 带 形 区 域 D:0<Imz< 过 h 
(0<js2r) 共 形 映 射 成 角形 区 域 万: 0 二 argw<h, 如 图 6. 14 所 示 . 特别 地 , 当 z 平 面 上 的 带 
形 区 域 分 别 为 0<Imz<x 和 一 x 过 Imz<<x 时 ,在 指数 函数 变换 w= 二 e* 下 ,它们 就 分 别 被 映射 
成 叫 平面 上 的 上 半 平 面 和 去 掉 原点 及 负 实 轴 的 区 域 ,如 图 6. 15(a) ,(b) 所 示 . 
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由 此 得 到 以 下 结论 : 在 指数 函数 变换 w= 二 e* 下 ,有 

(1) = 平面 上 的 带 形 区 域 kx 二 Imz 过 2kx 十 x (REZ) 都 被 映射 成 也 平面 上 的 上 半 平 面 . 
更 一 般 地 ,z 平面 上 两 边 都 平行 于 实 轴 , 宽 度 为 x 的 带 形 区 域 都 被 映射 成 名 平面 上 的 一 个 半 
平面 . 

(2) zx 平面 上 的 带 形 区 域 2kx 一 x 二 Imz 二 2kx 十 x《kEZ) 都 映射 成 也 平面 上 去 掉 原 点 及 
负 实 轴 的 区 域 . 更 一 般 地 ,z 平 面 上 两 边 都 平行 于 实 轴 , 宽 度 为 2r 的 带 形 区 域 都 被 映射 成 ww 
平面 上 去 掉 从 原点 出 发 的 一 条 射线 的 区 域 . 

(3) z 平 面 上 两 边 都 平行 于 实 轴 , 宽 度 不 超过 2x 的 带 形 区 域 都 被 映射 成 包 平 面 上 以 原 
点 为 顶点 , 张 度 不 超过 2x 的 角形 区 域 , 且 w= 二 =e 在 此 角形 区 域内 共 形 . 

思考 ”指数 函数 变换 w=e 将 z 平面 上 两 边 都 平行 于 实 轴 , 宽 度 不 超过 2x 的 带 形 区 域 
0<Imz<<2x 共 形 映射 成 平面 上 的 什么 区 域 ? (答案 ; 将 z 平 面 上 的 带 形 区 域 0 二 Imz<2x 
共 形 映射 成 w 平面 上 去 掉 原 点 及 正 实 轴 的 区 域 . ) 

对 数 函 数 一 lnro 作为 指数 函数 由 王 e 的 道 变换 , 它 可 将 思平 面 上 的 角形 区 域 万 : 0< 
arg<<j (0 过 h 志 2x) 共 形 映 射 成 z 平 面 上 的 带 形 区 域 DD: 0 过 Imz 过 h (lnw 是 方 内 的 一 个 
单 值 解析 分 支 ,其 值 完 全 由 区 域 D 确定 ) ,如 图 6. 14 所 示 . 

例 6.15 求 将 = 平面 上 的 带 形 区 域 0<Imz<x 共 形 映射 成 平面 上 的 单位 圆 |w| 一 1 
的 变换 . 

解 如 图 6.16 所 示 , 先 作 指数 函数 变换 5 二 =e’ 将 z 平面 上 的 带 形 区 域 0 和 Imz<r 共 形 
映射 成 上 半 “ 平面, 再 作 分 式 线性 变换 We 将 上 半 ¢ 平 面 共 形 映射 成 w 平面 上 的 单位 
圆 |w|<1. 复合 上 述 两 个 变换 , 即 可 得 到 所 求 的 变换 为 


e= 一 1 


es 十 工 


6. 16 


同 寡 函 数 与 根 式 函 数 类 似 , 指 数 函 数 具 有 把 带 形 区 域 共 形 映射 成 角形 区 域 的 特点 ,而 对 
数 函 数 具 有 把 角形 区 域 共 形 映射 成 带 形 区 域 的 特点 . 今后 ,在 学 习 过 程 中 ,如 果 遇 到 需要 将 
带 形 区 域 映射 成 角形 区 域 的 情况 ,可 以 适当 选择 指数 函数 所 构成 的 共 形 映射 来 实现 ;如 果 遇 


到 需要 将 角形 区 域 映射 成 带 形 区 域 的 情况 ,可 以 适当 选择 对 数 函 数 所 构成 的 共 形 映射 来 
实现 . 


三 、 两 角形 区 域 的 共 形 映射 


借助 于 分 式 线性 变换 、 短 函数 或 指数 函数 的 复合 ,可 以 将 二 圆 弧 或 直线 段 所 构成 的 两 角 
形 区 域 (也 称 透镜 形 区 域 ) 共 形 映 射 成 一 个 常见 的 区 域 ( 比 如 半 平 面 区 域 ). 

由 分 式 线性 变换 的 保 圆 性 , 它 将 两 角形 区 域 共 形 映射 成 同样 的 区 域 或 者 弓形 区 域 . 角 形 
区 域 . 只 要 圆周 (或 直线 ) 上 有 一 个 点 被 映射 成 ww 二 00, 则 此 圆周 (或 直线 ) 就 被 映射 成 直线 ; 
如 果 贺 周 ( 或 直线 ) 上 没有 点 被 映射 成 w= 二 2, 则 它 就 被 映射 成 有 限 半 径 的 圆周 . 因此 , 若 两 
个 圆 弧 的 一 个 交点 被 映射 成 w= 二 2, 则 此 两 个 圆 弧 所 围 成 的 两 角形 区 域 就 被 共 形 映射 成 角 
形 区 域 . 

例 6.16 如 图 6.17 所 示 , 设 两 角形 区 域 中 两 圆 弧 的 交角 是 x/n, 求 将 两 个 圆 纤 所 界定 
的 区 域 映射 成 上 半 平 面 的 共 形 映射 . 


解 ” 设 两 个 圆 弧 的 交点 分 别 为 c 和 6b. 作 分 式 线性 变换 5 一 & 二 5 (其 中 为 常数 ) 将 


点 4 和 8 分 别 映射 成 5 平面 上 的 原点 和 oo. 适当 选取 常数 上 的 值 ,如 令 将 图 中 点 z 映射 成 
“平面 上 的 点 8 二 1, 可 使 给 定 的 区 域 共 形 映射 成 角形 区 域 0<argt< r/z. 再 作 寡 函数 变换 
也 一 入 ， 即 可 将 角形 区 域 0<arg¢<<x/n 共 形 映射 成 上 半 ww 平面 . 故 所 求 的 共 形 映射 为 


YY 


6.17 
例 6.17 求 将 < 平面 上 内 相 切 于 点 a 的 两 个 圆周 所 构成 的 区 域 (通常 称 为 月 牙 形 区 域 
共 形 映 射 成 上 半 平 面 的 变换 . 
解 如 图 6. 18 所 示 , 根 据 分 式 线性 变换 的 保 圆周 性 和 共 形 性 , 作 变换 # 一 cz 二 d (其 中 


和 4 为 常数 ) ,将 点 a 映射 成 5 平面 上 的 co , 故 它 将 两 个 圆周 映射 成 两 平行 直线 ,即将 月 牙 形 
区 域 共 形 映射 成 带 形 区 域 . 只 要 适当 选取 常数 c 和 4d ,如 令 将 圆周 上 点 z! 和 点 zz 分 别 映射 
成 5 平面 上 的 点 5 和 中 ( 图 6.18) ,所 述 的 区 域 就 能 被 共 形 映射 成 带 形 区 域 0 和 Img5<r. 再 


83 ” 某 些 初等 函数 构成 的 共 形 映射 


作 指 数 函 数 变换 w=e: 可 将 带 形 区 域 0<Img<r 共 形 映射 成 上 半 zm 平 面 . 复合 上 述 两 个 变 
换 得 到 所 求 的 变换 为 ww 二 =e. 


J y 
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图 6.18 


例 6.18 求 一 个 共 形 映射 ,使 得 它 把 扩充 = 平面 上 的 单位 圆周 的 外 部 | =| >>1 映射 成 扩 
充 双 平面 上 去 掉 割 线 一 1] 委 Rew 委 1,Imzo=0 的 区 域 . 

解 如 图 6. 19 所 示 , 先 作 变 换 一 时, 把 平面 上 的 审 线 一 1<Rew<1,Imw 一 0 映 
射 成 平面 上 从 原点 出 发 的 负 实 轴 , 而 把 扩充 w 平面 上 去 掉 制 线 一 1<Rew<1l,Imw 一 0 的 
区 域 映射 成 w 平面 上 去 掉 原 点 和 负 实 轴 的 区 域 ;其 次 作 变换 5 一 二 ,把 x 平面 上 的 单位 加 


周 |z| =1 映射 成 5 平面 上 的 虚 轴 , 而 把 扩充 = 平面 上 单位 圆周 的 外 部 |z| 之 1 映射 成 右 半 《 
平面 ;再 次 作 变换 w 一 纪 ,把 右 半 上 平面 映射 成 w 平面 上 去 掉 原 点 和 负 实 轴 的 区 域 ; 最 后 复合 


上 述 三 种 变换 , 即 可 得 到 所 求 的 共 形 映射 为 w 一 到 (十 二) 


图 6.19 


思考 ”结合 例 6. 18 , 试 写 出 把 扩充 z 平 面 上 单位 圆周 的 内 部 |z| 过 1 映射 成 扩充 让 平 
面 上 去 掉 割 线 一 1 委 Rew 委 1,Imzw 王 0 的 区 域 的 共 形 映射 . 

在 例 6. 18 中 ,所 得 到 的 函数 
称 为 儒 可 夫 斯 基 范 数 . 显然 ,该 函数 在 扩充 = 平面 上 除 点 zx 一 0 和 z= co 外 解析 , 且 是 一 个 单 
叶 解 析 函 数 . 由 于 


因此 w 一 于 (> 十 过) 在 除 点 = 一 0 和 一 士 1 外 处 处 共 形 . 
任 可 夫 斯 基 函 数 w 一 于 (> 十 之) 把 扩充 = 平面 上 单位 圆周 的 外 部 |z| >1 映射 成 扩充 名 
平面 上 去 掉 制 线 一 1<Rew<1,1mw 一 0 而 得 的 区 域 , 记 为 D. 由 于 分 式 线性 变换 一 二 将 扩 


充 = 平 面 上 单位 圆周 的 外 部 |z| > 1 共 形 映射 成 单位 贺 15| <1, 把 5 一 三 代入 w 一 


诗 (z 二 十) 中 ,得 w= 去 (5+ 亡 ,可见 w= 去 (z 二 去 ) 把 扩充 < 平面 上 单位 加 周 的 内 部 


|z| 二 1 映 成 扩充 多 平面 上 的 区 域 D. 换 句 话说 , 儒 可 夫 斯 基本 数 ww 一 去 (z 十 二) 在 单位 


圆周 |z|=1 的 内 部 和 外 部 都 是 单 叶 的 , 且 将 它们 都 共 形 映射 成 扩充 ww 平面 上 去 掉 割 线 
一 1 委 Rew 委 1 ,Imw 王 0 而 得 的 区 域 DD. 

1940 年 ,俄国 航空 空气 动力 学 奠基 人 侍 可 夫 斯 基 (H. E. Zhukovsky) 发 现 了 机 杜 举 力 和 
速度 环 量 之 间 有 密切 的 关系 . 这 一 关系 是 设计 机 杜 痢 面 的 理论 基础 . 他 曾 以 著名 的 儒 可 夫 


斯 基 函 数 w 一 于 (= 十 二 ) 作 为 出 发 点 ,来 研究 各 种 飞机 机 可 截面 ,并 取得 一 定 的 成 效 ， 


$ 4 共 形 映射 的 一 般 理 论 


共 形 映射 理论 中 最 基本 的 定理 是 黎明 映射 定理 : 至 少 有 两 个 边界 点 的 任意 单 连通 区 域 
一 定 可 以 共 形 映射 到 单位 圆 的 内 部 . 如 果 对 区 域 中 指定 的 一 点 a, 要 求 将 a 映射 为 0, 且 
argf (a) 等 于 已 经 给 定 的 角 a, 那 么 这 样 的 映射 是 唯一 的 . 这 是 黎 曼 于 1851 年 证 明 的 ,当时 
的 证 明 略 有 不 足 之 处 ,直至 1990 年 奥 斯 古 德 C(W. F. Osgood) 才 给 出 了 严格 的 证 明 . 对 于 多 
连通 区 域 也 有 相应 的 定理 ,但 要 求 多 连通 区 域 具 有 相同 的 连通 数 ( 连 通 数 是 拓扑 不 变量 ). 本 
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节 只 针对 单 连通 区 域 讨论 在 满足 什么 条 件 时 ,区 域 之 间 的 映射 可 以 通过 共 形 映射 来 实现 . 
一 、 黎 曼 存在 定理 


许多 实际 问题 要 求 我 们 将 一 个 指定 区 域 共 形 映射 成 男 一 个 区 域 来 处 理 . 根据 定理 6. 7， 
我 们 知道 ,已 知 一 个 单 叶 解 析 函 数 一 定 能 够 将 其 单 叶 性 区 域 共 形 映射 成 男 一 个 区 域 . 于 是 ， 
我 们 会 反 过 来 考虑 共 形 映射 理论 中 的 一 些 基本 问题 . 

在 扩充 复 平面 上 任意 给 定 两 个 单 连通 区 域 D 和 G ,是 否 存 在 一 个 单 叶 解析 函数 ,使 得 D 
能 共 形 映射 成 G? 或 者 说 , 单 连通 区 域 D 能 被 共 形 映 射 成 单 连通 区 域 G 的 条 件 是 什么 ? 在 
什么 条 件 下 这 样 的 映射 是 唯一 的 ? 

为 了 方便 解决 这 个 问题 ,我 们 将 它 简化 为 : 对 于 在 扩充 复 平面 上 任意 给 定 的 单 连通 区 
域 DD, 是 否 存在 一 个 共 形 映射 ,将 区 域 D 共 形 映射 成 单位 圆 ? 在 什么 条 件 下 ,这 种 映射 还 是 
唯一 的 ? 

事实 上 ,在 简化 后 的 问题 中 ,如 果 共 形 映射 存在 并 且 唯 一 ,那么 我 们 可 以 先 将 区 域 了 共 
形 映 射 成 单位 圆 ,然后 再 将 单位 圆 共 形 映射 成 区 域 C, 最 后 将 两 者 复合 起 来 , 即 可 得 到 将 区 
域 D 共 形 映射 成 区 域 G 的 映射 ,并 且 也 可 以 弄 清 楚 相 应 的 唯一 性 条 件 . 

定理 6. 9( 黎 曼 存 在 定理 ) 设 忆 为 扩充 复 平 面 上 的 单 连通 区 域 , 其 边界 不 止 一 点 , 则 在 
区 域 D 内 存在 唯一 一 个 单 叶 解析 函数 包 二 f(z), 它 将 区 域 D 共 形 映射 成 单位 圆 |w| 天 1, 且 
满足 条 件 f(a)==0,f (a)>0,a€ED. 

证 ”对 于 定理 6.9, 我 们 只 证 唯一 性 . 关于 定理 中 的 存在 性 部 分 的 证 明 可 以 参考 余 家 荣 
编著 的 《 复 变 函数 (第 三 版 )》. 

假设 还 有 一 个 单 叶 解 析 函 数 w= 二 g(z) 满 足 条 件 g(a) 二 0,g (za)>0,aED, 并 把 单 连通 
区 域 D 共 形 映射 成 单位 贺 |w| 二 1. 下 面 证 明 在 区 域 D 内 有 g (z) 圭 f(z) 成 立 . 

由 于 函数 w==g(z) 的 反 函 数 z= 二 p(w) 把 单位 加 |w| 二 1 共 形 映射 成 区 域 D, 因 此 
F(w) 二 f[yp(w)] 把 单位 贺 |w| 过 1 映射 到 本 身 , 且 有 F(0) = FLp(0)]=Fa) 一 0. 由 施 瓦 蒋 
引 理 2 有 | Fo)| 委 | 双 |. 把 w 一 g(z) 代 人 上 式 , 得 

|g(z)| 宇 |f(z)|,， zED. 
同 理 可 证 ,有 
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@ 施 瓦 欧 引 理 : 设 函 数 f(z) 在 单位 圆 | =| <<1 内 解析 ,在 闭 圆 |z| 二 1 上 连续 ,并 且 f(0) =0, | f(D | 1 


《|z| 过 1), 则 在 单位 圆 | = | <1 内 恒 有 | F(z) | 委 |z| ,| Fo) | 委 1. 前 一 不 等 式 在 茶 非 零 处 等 号 成 立 或 | 了’(0) | =1， 
当 且 仅 当 存 在 一 个 实数 a, 使 得 /(z) 二 ei*z. 此 时 f(z) 是 一 个 旋转 .对 于 此 引 理 的 证 明 , 可 参看 郑 建 华 编著 的 4 复 变 函 数 》 
(第 97 页 ), 从 几何 上 看 , 施 瓦 茨 引 理 表明 ,在 利用 解析 函数 w 二 f(z) (满足 f(0) =0) 把 单位 圆 上 映射 为 一 个 位 于 单位 圆 内 
部 的 区 域 时 ,任何 一 个 点 z 的 像 ,都 比 点 = 本 身 距 坐标 原点 更 近 . 如 果 有 一 个 非 零点 的 像 和 它 本 身 与 坐标 原点 有 同样 的 距 
离 , 那 么 F(z) 只 能 是 旋转 变换 . 


|g(z)| 委 |JCz)|， zED. 
所 以 , 当 zxED 时 ,有 |g(z)|==|f(z)|. 又 因 f(a) 一 g(a)= 二 0, 且 FPCa)>0,g Ca) 盖 0 所 以 


/(z) 在 区 域 D 内 解析 . 显然 | A(z) | =1. 根据 最 大 模 原理 ,有 

ECZz) g(z) 
f(z)= erg (z)， 

其 中 9 为 一 实 常数 . 再 根据 f(a) 汪 0 与 g(a)>0, 可 推出 e?= 二 1, 从 而 在 区 域 D 内 恒 有 
g(z)= f(z). 


注 〈1) 定理 6.9 是 黎 曼 于 1851 年 提出 的 . 在 该 定理 中 ,如 果 不 满足 条 件 f(a) =0， 
了 (qa)>>0 (a ED) ,那么 把 区 域 D 共 形 映射 成 单位 圆 |w| 过 1 的 单 叶 解析 函数 有 无 穷 多 个 ， 
因此 ,我 们 称 条 件 “f(a)= 二 0, f(a) 二 0 (a ED)” 为 把 区 域 D 共 形 映射 成 单位 圆 |w| 过 1 的 唯 
一 性 条 件 . 其 几何 意义 是 ,把 指定 的 点 aED 映射 成 单位 圆 的 圆心 ,而 在 点 a 的 旋转 角 为 0. 

(2) 车 将 单位 圆 |w| 过 1 改 为 一 般 的 单 连通 区 域 G, 则 唯一 性 条 件 可 改 为 “Fa) 一 0， 
argf 了 (a) 二 a, 其 中 aED,b5EG,a 为 实 常数 ” 

黎 曼 存在 定理 是 很 重要 的 一 个 定理 , 它 是 近代 复 变 函数 几何 理论 的 起 点 . 定理 中 指出 了 
可 以 把 某 些 区 域 共 形 映射 成 单位 圆 , 至 于 怎样 求 具体 的 映射 ,还 有 待 于 研究 . 换 句 话说 ,此 定 
理 虽 然 未 给 出 寻求 共 形 映射 ww 二 f(z) 的 方法 ,但 它 肯 定 了 这 种 映射 总 是 存在 的 . 该 定理 在 复 
变 函 数 的 理论 及 其 应 用 中 都 有 着 极其 重要 的 意义 ,利用 它 我 们 可 将 在 一 般 的 单 连通 区 域内 
所 讨论 的 问题 转化 到 单位 圆 内 来 讨论 . 


二 、 歼 曼 边界 对 应 定理 


可 以 看 出 , 黎 曼 存在 定理 所 讨论 的 问题 ,只 涉及 区 域内 部 之 间 的 共 形 映射 ,并 没有 涉 
及 边界 的 情况 ,因此 歼 曼 存在 定理 只 能 保证 两 个 适当 的 单 连通 区 域 之 间 存 在 共 形 映射 ,但 
不 能 说 明 这 两 个 单 连 通 区 域 的 边界 之 间 是 否 也 有 对 应 关系 .为 此 我 们 还 需 单独 讨论 边界 
的 情况 . 

定理 6. 10( 黎 曼 边 界 对 应 定理 ) ” 设 两 个 有 界 单 连 通 区 域 D 和 G 的 边界 分 别 为 C 和 工 . 
若 单 叶 解析 函数 ww 二 f(z) 将 区 域 D 共 形 映射 成 区 域 G, 则 w= f(z) 可 以 唯一 地 连续 延 拓 到 
边界 C 上 ( 即 存在 唯一 的 函数 F(z) ,满足 下 (z) = 二 f(z),zED, 且 在 闭 区 域 上 D=D 十 C 上 连 
续 ) ,并 将 C 一 一 地 映射 成 卫 . 

由 于 定理 6. 10 的 证 明 过 程 比 较 复 杂 , 因 此 我 们 在 此 略 去 其 证 明 . 下 面 的 定理 在 一 一 定 程 
度 上 可 以 看 成 是 定理 6. 10 的 逆 定 理 , 它 在 共 形 映射 的 实际 应 用 中 有 着 重要 的 作用 . 

定理 6. 11( 黎 曼 边界 对 应 定理 的 逆 定 理 ) 设 两 个 有 界 单 连通 区 域 D 和 G 的 边界 分 别 
为 C 和 卫 . 若 函 数 w= 二 f(z) 满足 如 下 条 件 : 

(1) 函数 ww 二 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ,在 闭 区 域 D==D 十 C 上 连续 ; 


“1 
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(2) 函数 也 二 f(z) 将 C 一 一 地 映射 成 卫 ， 
则 函数 w= 二 f(z) 在 区 域 D 内 单 叶 , 且 G 二 f(D), 即 w= f(z) 将 区 域 D 共 形 映射 成 区 域 G. 

证 首先 ,证 明 对 于 区 域 G 内 的 任意 点 wo ,方程 F(z) 一 ro 三 0 在 区 域 卫 内 有 且 只 有 唯 
一 的 根 . 

根据 辐 角 原 理 , 由 条 件 (2) , 当 点 z 沿 C 的 正 向 绕 行 一 周 时 , 像 点 w= 二 f(z) 应 沿 像 曲线 芽 
的 正 向 或 者 负 向 绕 行 一 周 ,因此 


NCF(a — wo yO) = LAcarg( f(z) — wo) = LArarg(w— wo) 
2r 2x 


= .42x) 一 土 1. 
2 


显然 ,应 舍 掉 一 1( 因 为 N 之 0), 故 N(f(z) 一 wo ,C)= 二 1. 这 说 明 方程 f(z) 一 wo 二 0 在 D 内 有 
且 只 有 唯一 的 根 . 因此 存在 唯一 的 点 zo。ED, 使 得 w 一 f(zo). 这 既 证 明了 函数 w= 二 f(z) 在 
区 域 D 内 的 单 叶 性 ,也 证 明了 wo Ef(D),GCf(D). 

其 次 ,证明 对 于 械 外 部 的 任意 点 ww。 ,方程 f(z) 一 wo 二 0 在 D 内 无 根 . 

根据 辐 角 原理 ,由 于 当 点 z 沿 C 的 正 向 绕 行 一 周 时 , 像 点 w= 二 A(z) 应 沿 像 曲线 丁 的 正 向 
或 者 负 向 绕 行 一 周 ,而 wo 在 卫 的 外 部 , 像 曲线 了 不 会 绕 z 变化 ,所 以 


NGCFCz) 一 ooyC) = Acarg(f(2) 一 wo) 一 Ararg Cw — wo) 一 2r。0 一 0. 


这 说 明 方 程 f(z) 一 wo。 二 0 在 区 域 D 内 无 根 . 

最 后 ,证 明 对 于 荆 上 的 任意 点 wo ,方程 f(z) 一 wo 二 0 在 区 域 D 内 无 根 . 

假设 存在 一 点 z。ED, 使 得 wo 二 f(zo). 根据 解析 函数 的 保 域 性 ,一 定 存在 以 点 ww 为 圆 
心 的 圆周 y, 使 得 对 y 内 部 的 任意 点 wi ,方程 f(z) 一 wi 二 0 在 区 域 D 内 有 根 . 特别 地 ,对 于 
在 y 内 部 且 在 一 外 部 的 点 z: ,方程 f(z) 一 wi 二 0 在 区 域 D 内 也 有 根 . 这 与 第 二 步 所 得 的 结 
论 矛盾, 故 对 于 研 上 的 任意 点 wo ,方程 f(z) 一 wo 二 0 在 区 域 D 内 无 根 . 

综合 第 二 ,三 步 知 ,对 于 任意 wo。 儿 G, 方 程 f(z) 一 wo 二 0 在 区 域 D 内 无 根 . 这 就 证 明了 
GOfD). 

综 上 所 述 , 命 题 成 立 . 

注 定理 6. 11 可 以 作为 解析 函数 单 叶 性 的 一 个 判别 方法 . 

例 6.19 证 明 : 变换 w==z? 将 圆周 ~ 一 cosb 的 内 部 共 形 映射 成 心 形 线 


p 一 言 (1 十 cosg) 
的 内 部 . 


证 令 w 二 pe?,z 二 re”. 由 于 圆周 7 二 cosb 及 其 内 部 都 在 顶点 为 原点 , 张 度 为 x 的 角形 
区 域 一 rz/2<argz<r/2 内 ,而 双 = 二 在 此 角形 区 域内 是 单 叶 的 ,因此 映射 zw 一 对 将 圆周 
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7 二 cos9 共 形 映射 成 心 形 线 p 一 元 (1 十 cosp) , 且 是 一 一 的 . 于 是 映射 w 一 z 必 将 圆周 + 二 cosb 


的 内 部 共 形 映射 成 心 形 线 一 方 (1 十 cosp) 的 内 部 ,如 图 6. 20(a) ,(b) 所 示 . 


p = 方 ( 1 +cosp ) 


> 


7=COSO 


(a) (b) 


图 6.20 


这 一 章 主要 介绍 了 共 形 映射 的 相关 理论 . 共 形 映射 是 复 变 函数 论 中 最 重要 的 概念 之 一 ， 
它 与 物理 学 中 的 一 些 概念 密切 相连 ,而 且 在 共 形 映射 下 ,有 些 物 理 量 的 若干 性 质保 持 不 变 ， 
因此 它 在 物理 学 的 许多 领域 中 都 有 着 重要 的 应 用 ,比如 流体 力学 .空气 动力 学 .弹性 力学 . 电 ， 
磁场 与 力 场 理论 中 的 许多 实际 问题 都 可 以 用 共 形 映射 的 相关 理论 圆满 地 解决 . 


习 题 六 


1. 简 述 argf(z。) 和 | 了 (zo)| 的 几何 意义 . 

2. 求 下 列 映 射 在 点 zo 二 2 一 i 的 旋转 角 和 伸缩 率 , 并 说 明 它 将 = 平面 上 的 哪 一 部 分 放 
大 , 哪 一 部 分 缩小 : 

(1) w= 3z’ 一 2z; (2) w=1n(z—1); (3) w=4z 十 5. 


3. 将 分 式 线性 变换 ww 二 3 十 4 分 解 为 基本 变换 的 复合 . 


iz—1 
4. 求 下 列 交 比 : 
(1) (Gi,2,2+i,4); (2) (1,2,00,4); 
(3) (i,00,2+Ti,4); (4) (oo0,2,2 十 1,4). 


5. 求 下 列 分 式 线性 变换 : 

(1) 将 1,i, 一 i 分 别 映 射 成 1,0, 一 1 的 分 式 线性 变换 ; 

(2) 将 cc,i,0 分 别 映射 成 0,ise 的 分 式 线性 变换 ; 

(3) 将 1,i, 一 1 分 别 映射 成 co ,一 1,0 的 分 式 线性 变换 ; 
(4) 将 1, 一 1, 一 i 分 别 映射 成 0, 一 1 十 i,i 的 分 式 线性 变换 . 


习题 六 


6. 求 将 1,i, 一 i 分 别 映射 成 1,0, 一 1 的 分 式 线性 变换 . 问 : 该 分 式 线性 变换 把 |z| 二 1 


映射 成 什么 区 域 ? 
7. 求 下 列 分 式 线性 变换 的 不 动 点 : 
(GD uw 一 1 十 亏 (2) w— Es (3) ww 一 2z 十 1; (4) ww 一 元 于 5 


8. 如 果 分 式 线性 变换 一 sz 将 z 平面 上 的 直线 映射 成 ww 平面 上 的 单位 圆 |w| <1， 


那么 它 的 各 系数 之 间 应 满足 什么 条 件 ? 
9. 讨论 下 列 图 形 在 映射 w= 二 iz 下 会 被 映射 成 什么 图 形 ， 
(1) 以 z= 二 i,z; 二 一 1,zs 二 1 为 顶点 的 三 角形 ; 
(2) 闭 圆 |z 一 1| 志 1. 
10. 下 列 区 域 在 指定 的 映射 下 会 被 映射 成 什么 区 域 ? 


(1) Rez>>0, 在 也 =1Cz 十 1) 下 | (2) Imz>>0, 在 忆 =(i 十 1)z 下 ; 
(3) 0<Imz< 志 ,在 w= 下; (4) Rez>>1,Imz>>0, 在 ww 一 过 下 ; 
(5) |z| 过 R, 在 w=z: 下 ; (6) Imz 汪 0, 在 w= 一 和 下 . 
1 十 zx 
11. 求 将 上 半 平 面 Inz>0 共 形 映射 成 单位 圆 |w| 二 1 的 分 式 线性 变换 ww 二 L(z) ,使 得 
分 别 满足 下 列 条 件 : 
(1) L(D)=0,L(—1)=1; (2) L(i)=0,argL’(i)=0; 


(3) LO)=0,L’()=1. 
12. 求 将 单位 圆 |z| <<1 共 形 映射 成 单位 圆 |w| 过 1 的 分 式 线性 变换 ww 二 LC(z) ,使 得 分 
别 满足 下 列 条 件 : 
1 


(DL(F)=0L—D=1; (2) 工读 )=ovargL' (去 ) 一 至 . 


13. 求 将 角形 区 域 于 <argz<< 乞 映射 成 上 半 平面 Imz>0, 且 使 得 1 一 i,i,0 分 别 被 映射 


成 2, 一 1,0 的 共 形 映射 . 

14. 求 将 |z 一 4 一 2 共 形 映射 成 Inz>Rez 的 分 式 线性 变换 由 王 工 (z) ,使 得 L(2i) = 二 0， 
L(4i) 一 一 4. 

15. 求 把 单位 圆 的 外 部 , 且 沿 虚 轴 由 点 i 到 无 穷 远 点 ce 有 割 痕 的 区 域 映射 成 上 半 平 面 
的 共 形 映射 . 


16. 求 把 具有 割 痕 Imz 一 0, 志 Rez<1 的 单位 圆 |=| <1 映射 成 上 半 平 面 的 共 形 映射 
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we 


”解析 延 拓 简介 ， 


解析 延 拓 主 要 研究 在 一 定 条 件 下 将 解析 函数 的 定义 域 扩大 的 
问题 ,也 就 是 研究 如 何 把 已 知 区 域内 的 解析 函数 延 拓 为 更 大 区 域 
上 的 解析 函数 .本 章 简单 介绍 有 关 解 析 延 拓 的 一 些 基本 概念 和 结 
放 。 


$1 解析 延 拓 的 概念 和 方法 


一 、 基本 概念 


定义 7.1 设 函数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ,G 是 一 个 包含 D 的 区 域 . 
车 存在 G 内 的 解析 函数 己 (z) ,使 得 当 xzED 时 ,F(z)= 二 f(z), 则 称 函 数 
f(z) 可 以 解析 延 拓 到 G 内 ,并 称 下 (z) 为 f(z) 在 区 域 G 内 的 解析 延 拓 或 
解析 开拓 . 

由 定义 可 以 看 出 解析 延 拓 的 唯一 性 .事实 上 , 设 Fi (z) ,F(z) 都 是 
f(z) 在 区 域 G ( 汪 D) 内 的 解析 延 拓 , 则 在 区 域 D 内 有 Fi(z) 二 f(z) 且 
F, (z) 三 f(z) ,由 解析 函数 的 唯一 性 定理 ,在 G 内 有 F(z)==F;(z). 


例 7.1 设 函 数 f(z)= 》)z", 显 然 f(z) 在 区 域 D: |z| 二 1 内 解 
析 . 函数 F(z) 一 [二 -在 平面 只 有 一 个 奇 点 ,为 = 一 1, 因此 下 (zx) 在 区 


域 G = C- {1} 内 解析 .在 DD 内 有 下 (z) 二 Fz), 故 下 (z) 一 二 就 是 


f(z)= 2 在 区 域 G 内 的 解析 延 拓 . 


设 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 . 为 了 叙述 方便 ,我 们 将 f(z) 和 DD 合 称 
为 一 个 解析 元 素 , 记 为 (f(z),D). 

定义 7.2 设 (f1(z),Di),(fi(z),D;) 是 两 个 解析 元 素 ,Di 门 D; 二 
D122 ,HH f(z)= f(z)(zE Diy), 则 称 (fi(z),Di) 与 (fi (z),D;) 互 


81 解析 延 拓 的 概念 和 方法 ， 


为 直接 解析 延 拓 . 
在 定义 7.2 的 条 件 下 ,显然 ， 
万 (z)， zED,， 
ro- (z)= f(z), zE D1, 
fi (2z), zE€ED, 
是 G=DiUD; 内 的 解析 函数 . 它 既 是 f(z) 在 区 域 G 内 的 解析 延 拓 ,也 是 f;(z) 在 G 内 的 解 
析 延 拓 . 
定义 7.3 设 有 一 列 解析 函数 元 素 : (fi (z) ,D1), (fz (z) ,Di),…, (f(z)，,D,). 如 果 相 
邻 两 个 解析 函数 元 素 互 为 直接 解析 延 拓 , 则 它们 组 成 一 个 解析 延 拓 链 . 称 其 中 的 (fi(z),D,) 
和 (f(z) ,Da) (天 mm) 互 为 间接 解析 延 拓 ， 


二 、 笑 级 数 延 折 
给 定 解析 元 素 (f(z),D) ,函数 f(z) 可 在 DD 内 任 一 点 zi 的 某 邻 域内 展开 成 客 级 数 
> (7.1) 
其 中 
Cy i 1 Cn) Ce 
Cn 一 (zl)， 1 一 0,1,2,，…. 
如 果 级 数 (7.1) 的 收敛 半径 为 十 co, 则 其 和 函数 户 (z) 在 z 平面 上 解析 ,在 DD 内 与 f(z) 
相同 . 根据 解析 延 拓 唯一 性 ,f(z) 就 是 f(z) 在 z 平 面 上 的 解析 延 拓 . 


如 果 级 数 (7. 1) 的 收敛 半径 为 有 限 半径 Ri, 且 其 收敛 圆 Di : |z 一 zi | 二 R! 有 部 分 在 DD 
外 (否则, 另 取 一 点 z1) ,在 Di 内 取 一 点 2 (天 = ) ,并 在 z 的 邻 域内 将 f(z) 展 成 窒 级 数 


Sa (7.2) 
其 中 
Ce = (m1), 1 一 0,1,2，……， 
则 级 数 (7.2) 的 收敛 半径 Rs 应 满足 
R;, 宇 Ri 一 | = 一 zs |. 
若 Rs 二 Ri 一 |zi 一 zs | ,级 数 (7.2) 的 收敛 圆周 和 级 数 (7. 1) 的 收敛 圆周 内 切 , 切 点 就 是 
万 (z) 的 一 个 奇 点 ,此 时 f(z) 沿 着 半径 从 zi 到 zs 的 方向 不 能 延 拓 . 


若 R; 记 Ri 一 | 二 一 zz | ,; 则 级 数 (7. 2) 的 收敛 圆 D,: | = 一 2 | <<R, 有 部 分 在 圆 D, 之 外 ， 
级 数 (7. 2) 的 和 函数 fi (z) 在 D; 内 解析 ; 则 Cf (z) ,D2 ) 是 ( 户 (zz) , Di) 的 解析 延 拓 . 
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再 在 D: 内 取 一 点 zs;( 关 zs) ,重复 上 面 的 过 程 ,用 这 样 的 方法 就 可 得 到 (f(x) ,Di) 的 所 
有 解析 延 拓 ,从 而 也 得 到 (f(z),D) 的 所 有 解析 延 拓 . 

以 上 过 程 总 结 之 ,就 是 从 一 个 解析 元 素 出 发 , 沿 所 有 可 能 的 方向 延 拓 ,新 的 组 成 部 分 再 
向 一 切 可 能 的 方向 延 拓 ,直至 不 能 延 拓 为 止 . 注意 ,由 于 稳 级 数 收敛 圆周 上 至 少 有 一 个 奇 点 ， 


所 以 和 函数 并 不 能 向 任意 方向 延 拓 ,特别 有 时 向 任意 方向 都 不 能 延 拓 . 如 的 和 函数 
了 f(z) 在 收 化 圆周 |z| = 1 上 处 处 为 奇 点 , 故 向 任意 方向 都 不 能 延 拓 . 
例 7.2 函数 了 -在 |z| 过 1 内 可 展开 成 军 级 数 》z", 在 |z| 二 1 内 取 一 点 隆 0, 由 


直接 法 可 求 出 函数 二 在 =, 的 某 一 邻 域内 的 等 级 数 展 式 


取 = 一 一 元 ,展开 式 为 
2 nt+l ] \“ 
其 收 全 半径 为 了 ,显然 收敛 国有 部 分 在 |z| 二 1 之 外 ,因此 这 个 级 数 的 和 函数 是 -一 的 一 个 


解析 延 拓 . 这 时 也 称 级 数 (7. 3) 为 级 数 1z" 的 解析 延 拓 . 


取 = 一 去 ,展开 式 为 


其 收敛 半径 为 ,此 时 z 一 1 为 切 点 ,是 二- 的 奇 点 ,而 且 是 唯一 奇 点 ,因此 除 实 轴 正方 向 外 
可 沿 | z| <1 的 半径 所 在 任意 方向 延 拓 . 
三 、 透 弧 延 拓 


前 面 介绍 的 解析 延 拓 是 关于 相交 区 域 的 . 如 果 两 个 区 域 仅 有 一 段 公 共 边 界 时 ,我 们 可 以 
建立 透 弧 解析 延 拓 . 

定义 7.4 设 (f1(z),D;),(fs(z),D:) 是 两 个 解析 元 素 , 且 区 域 Di ,D: 以 逐 段 光滑 曲 
线 卫 (不 包括 端点 ) 为 公共 边界 . 若 存在 解析 函数 


万 (z)， zE Di， 
rerne zET,, 
fi(z), zED,,， 
则 称 f(z) 与 f(z) 互 为 直接 透 弧 本 的 解析 延 拓 (简称 透 弧 延 拓 ). 
透 弧 解析 延 拓 是 解析 延 拓 的 特殊 形式 ,显然 也 具有 唯一 性 ,对 于 存在 性 有 如 下 定理 : 
定理 7.1 设 (fi(z),Di),(fz《z),D;) 是 两 个 解析 元 素 , 且 区 域 D;,D: 以 逐 段 光滑 曲 
线 卫 (不 包括 端点 ) 为 公共 边界 . 若 f;(z) 在 Di UT 上 连续 (j 一 1,2), 则 函数 
万 (Cz)， ZE Di， 
、 ee zET, 
fi Cz), zED, 
在 了 D=Di UPUD: 内 解析 . 


2 完全 解析 函数 及 单 值 性 定理 


一 个 解析 函数 可 以 延 拓 为 另 一 个 更 大 区 域 上 的 解析 函数 ,通常 这 种 解析 区 域 的 扩张 不 
是 无 限 下 去 的 ,那么 什么 时 候 不 能 继续 延 拓 了 呢 ? 延 拓 后 的 解析 函数 是 单 值 的 ,还 是 多 值 
的 ? 下 面 介绍 这 两 个 问题 的 相关 内 容 . 


一 、 完 全 解析 函数 


定义 7.5 设 {(f;,D,)) 为 解析 元 素 集合 , 若 其 中 任意 两 个 解析 元 素 可 经 由 完全 含 于 集 
合 内 的 一 条 链 而 互 为 直接 或 间接 解析 延 拓 , 则 称 {( 方 ,Di) } 定 义 了 一 个 一 般 解析 函数 . 

定义 7.6 若 {( 广 ,Di))} 定 义 的 一 般 解 析 函 数 包含 了 任意 解析 元 素 的 一 切 解析 延 拓 , 则 
称 该 一 般 解 析 函 数 为 完全 解析 函数 . 

完全 解析 函数 不 能 再 解析 延 拓 了 ,是 延 拓 到 最 大 限度 的 一 般 解析 函数 , 延 拓 最 后 的 定义 
域 叫 做 (( 方 ,Di;) )} 的 黎 曼 面 ,其 边界 称 为 自然 边界 . 


二 、 单 值 性 定理 


设 f(z) 是 区 域 D 内 的 完全 解析 函数 ,a,5 是 DD 内 任意 两 点 ,2 和 1; 是 万 内 连接 <,p 的 
两 条 曲线 . 若 f(z) 的 一 个 解析 元 素 从 点 a 出 发 沿 4 和 i 进行 解析 延 拓 , 到 达 点 5 时 函数 值 
不 同 , 则 f(z) 为 多 值 函 数 . 如 果 f(z) 在 单 连 通 区 域 D 内 解析 ,就 不 会 出 现 多 值 情况 . 

定理 7. 2( 单 值 性 定理 ) 若 函 数 f(z) 在 扩充 z 平 面 上 的 单 连 通 区 域 D 内 解析 , 则 f(z) 
在 DD 内 单 值 . 


， 14 
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定义 7.7 完全 解析 函数 F(z) 的 解析 元 素 (f1 ,Pi) 沿 以 zo 为 心 的 充分 小 圆周 延 拓 , 若 
起 始点 的 消 数 值 与 回转 后 终点 的 函数 值 不 等 , 则 称 z 为 多 值 函数 F(z) 的 支点 . 

车 在 某 个 区 域内 动 点 = 沿 任意 周 线 运动 一 周 时 ,F(z) 的 函数 值 没有 改变 ,那么 F(z) 在 
这 个 区 域内 就 能 确定 一 个 单 值 解析 分 支 . 

可 以 证 明 , 上 面 的 定义 7.7 和 结论 与 第 二 章 用 连续 变化 法 研究 多 值 函 数 的 单 值 分 支 问 
题 时 的 相应 定义 和 结论 是 一 致 的 . 
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6. 提示 : 根据 第 5 题 , 求 出 三 边 长 ， 7. 略 . 
1 一 2Zzy zx 2—y’ 2 
8.， f(z) 二 一 一 一 一 一 十 i, 9. f(z)=xz 十 2iz. 
If /ATT VE fe 
10. 提示 : 由 z= 二 x 十 iy 和 z= <， =- 
2 之 一 -z 
11. 提示 : 由 z 一 z 十 iy 和 zz 一 一 三,y 一 证 明 题 中 方程 等 价 于 
A 二 > De Ey 0， D+E:—4AF >0. 
12. 提示 : 适当 取 各 ,zs ,= ,内需 证 明 守 一 + 是 不 为 零 的 实数 即 可 . 
13. (1) 直线 y 一 zz; (2) 椭圆 瑟 十 范 一 1; 
(3) 双 曲 线 ?一 二 (4) 双 曲 线 ?一 二 在 第 一 象限 的 一 
14. (1) 相 十 太一 语 ， (2) u=—wv; (3) w+ (vt 二 ) = 二 ， 


习 题 一 
3 — 5,|2|—Y34 一 一 3 
. (1) Rez 一 本 ,TImz 一 pe ,|z| Dargz arctan 了 ， 
(2) Rez=—— ,Imz = 窟 ,|z|=1 ,argz = Ts 
译 3 
Rez 一 一 1, Imz 一 0， 本 1,argz= x. 


(3) Rez= V2cos 二 ,Imz 一 V2sin 3 ,|z|=Y2,argz= ; 


Rez= 一 Y2cos 下 lmz 一 一 V2sin 也 ， |z| YE,argz——. 


(4) Rez=1,Imz=—3, |z|= V10,argz= —arctan3. 


2 


支 . 


(4) 2 一 


1 


2 


. 提示: 


. 提示 : 根据 连续 函数 的 运算 法 则 可 证 . 
. 提示 : z 一 0 时 argz 无 意义 , 故 在 原点 不 连续 ;在 负 实 轴 上 任 一 点 处 argz 的 极限 值 不 存在 , 故 在 负 实 轴 
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“习题 答案 与 提示 | 


上 不 连续 ;在 其 他 点 处 由 连续 的 “e 一 ”定义 可 证 . 


. 提示 : 由 定理 1. 3 可 证 . 
. 提示 : 由 定理 1. 3 可 证 . 
. 提示 : z 沿 不 同 路 径 y= 二 kx“ 趋 近 于 0 时 极限 值 不 同 , 故 极限 不 存在 ,从 而 不 连续 . 
. 连续 但 非 一 致 连续 . 


f(z)— f(zo) 
fz) 一 20 
g(z) 5(z) 一 5(Czo) 


之 一 2Z0 


& 有关 ，, 即 极限 不 存在 ,从 而 不 可 微 ， 


. 提示 : 只 需 证 明 可 微 点 的 集合 不 是 区 域 . 
. 提示 : 先 求 出 可 微 的 点 集 , 如 此 点 集 是 区 域 则 函数 在 该 区 域 上 解析 ,否则 处 处 不 解析 . 
. 提示 : 根据 已 知 条 件 求 得 ,wv 的 偏 导数 都 为 零 即 可 证 明 xz 为 常数 . 


合 函 数 可 微 性 证 明 . 


. (1) ee-*; (2) er -7 


，(]) einvEe- 《对 124x) ,有 一 0， 士 1 


zi 


“ 


.ee 6， 16. ei. 
GD 一 V5e ,fC(—i) =VZe. 
. V2. 20， 一 V5i， 


习 题 二 


并 一 


. 提示: 记 f(x) 二 wu(z,y) 十 v(xz,y) ,将 其 与 三 


光 


. 提示 : 切线 为 割 线 的 极限 位 置 . 只 需 证 明 上 ~ 时 割 线 的 倾角 有 极限 即 可 . 


. 提示 : 根据 定义 求 wu 在 原点 处 的 偏 导数 ; 当 = 沿 不 同 直线 y 一 kz 趋 近 于 0 时 ,六 如 二 大 号 的 极限 值 与 


7cos0， 


复合 得 f(z) 二 u(r,0) 十 vr,0) ,再 利用 反应 数 和 复 


3 2 二 3 一 了 
(3) er ty srt 


.提示 : 根据 初等 泡 数 的 定义 和 共 思 运 算 的 性 质证 明 即 可 . 
. 提示 : 根据 指数 函数 的 定义 及 乘 方 运算 的 性 质证 明 即 可 . 


. (1) es (cosl 十 isin1); (2) coslcosh1l 十 isinlsinhl. 
. 提示 : 根据 第 2 题 . 
. 提示: ln(z 一 1) 一 In|z 一 1| 十 iarg(z 一 1 


(2) eiln3 e 一 2kr ,一 0， 士 1]，…. 
17， 一 和 5e 重 . 
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习题 答案 与 提示 

习 题 三 
1. 一 言 (一. 2. 提示 ;: 参考 例 3.3， ”3. 提示 : 由 柯 西 积分 公式 即 可 证 明 . 
4. (1) dxi; (2) 16xi. 


5. 由 柯 西 积分 定理 ,积分 值 均 为 零 . 
6. (1) Ln 2 M2ri; (2) eri; 


(3) elx; (4) 0. 
7. 提示 : f,g 在 DD 内 解析 , 则 fg,(feg) 在 D 内 也 解析 , 且 (fg)' 一 f'g 十 fg , 即 fg 是 f'g 十 fg 的 原 消 数 ， 


从 而 | (e+ 7e')dz=[Je], 移 项 即 得 


8. (1) 一 本 (2) 0; (3) ri 一 二 sin2rii (4) sinl— cosl. 
9. 提示: 设 F(w) 一 5' 可 证 F(x) 在 zz 平面 上 解析 且 有 界 , 再 由 刘 维 尔 定 理 知 F(z) 必 为 常数 ,从 而 f(z) 
为 常数 . 
10. 提示 : 设 F(z) 二 er ,方法 同 第 9 题 . 
1 (GD f(D 一 一 Kz 一 D)? (2) f(z) 一 评 一 二 G) f() 一 (1 一 六 )z 十 广 : 
习 题 四 
1. (1) 条 件 收 敛 ; (2) 绝对 收敛 ; (3) 发 散 ; (4) 绝对 收敛 ， 
2. (1) R=+o0; (2) R= 二 1, 在 收敛 圆周 |z 一 2| =1 上 绝对 收敛 ， (3) R= 二 


3. 提示 : 设 固 级 数 Dc 的 收敛 半径 为 R, 由 定理 4 7 易 推 得 宪 级 数 nC， "1 5 #1”” 的 收 全 


半径 均 为 R. 
4. 提示 : 由 绝对 收敛 的 定义 和 优 级 数 准 则 可 证 明 . 


S. (1) i S| |< 


(2) 一 1 一 2 十 3 十 十 (一 Der 十 …， |z|=1; 
zz 2 2m 十 1 
‘|e de 3 Ea 


a"tl 


* Sinz _ 
wT de > 1)" i |z|<+o%; 


7. 
8. 
9. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


习题 答案 与 提示 

(5) Se (一 1)” 7 | =| 天 十 co; 
(6) er cosz 一 全 ~ (cos zx, | =| 一 十 co. 

n=0 

二 1 
.GD 二 = 一 3 ,|zt1|< 3; 

I os 和 i 

3) ql -asl1+2(E i)+ :+#( 扩 :) + ,lz i| < v2; 


oo 


+ td 陡 ) cuDeo |， |z—1|<2; 


2 SA (一 1)"(z 一 1)zt (一 1)"(z 一 1)2 本 
(4) sinz 一 cos1 2 FD tsin1 > nr |z 一 1|<+o. 


(1) 3 阶 ; (2) 6 阶 ; (3) 15 阶 . 
zo 是 函数 F(z) 的 m 十 1 阶 零点 . 
提示 : 由 解析 函数 的 无 穷 可 微 性 即 可 证 明 . 


(1) 不 存在 ， (2) 不 存在 ， (3) 不 存在 ; 。 (4) 存在 ,了 二 
提示 : 因 f(z) 在 点 zo。E€ED 解析 , 故 由 泰勒 定理 有 
f(z) = 六 Ly (和 EK:|z—z |<R,K CD). 


由 题 设 条 件 得 f(z) 二 f(zo) (zE KCD) ,再 由 唯一 性 定理 即 可 证 明 . 
提示 : 用 反 证 法 ,并 应 用 唯一 性 定理 推 得 矛盾 . 


提示 : 用 反 证 法 ,并 应 用 最 大 模 原理 于 函数 了 57 推 得 矛盾 . 


(G) 过 一 nr 1 < |z—1|<+o. 


< (z— "+t 和 


1 a > Se 
的 "1,0<|z—il<2; 

i S 2 ee 

1 十 好 二 Cp 2 < | i| < 十 co. 

z: 一 2z 十 5 ye = Pad 2 
$3 (< 一 2)(z2 十 1])》 2 FT 去 21 (去 1) ,1< |<2; 

CE nl 

2 一 2z 十 5 忆 天 +22 5 站 


(z—2)(z: 二 +1) 
(1) z 一 0 为 一 阶 极点 ,> 一 士 2i 为 二 阶 极点 ,无穷 远 点 为 可 去 奇 点 ; 


(2) z 一 Ar 一 个 (二 0, 土 1, 土 2,…) 各 为 一 阶 极 点 ,无 穷 远 点 为 非 孤 立 奇 点 ; 
(3) z 王 (2k 十 1)xi (二 0, 土 1 ,十 2,…) 各 为 一 阶 极点 ,无 穷 远 点 为 非 弧 立 奇 点 ; 


(4) z 一 土 最 (1 一 为 三 阶 极点 ,无 穷 远 点 为 可 去 奇 点 ; 
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习题 答案 与 提示 


16. 


17. 
18. 


. (1) Resf(z) 一 六， Resyr(z) 一 一， Res F(z) 一 
z=1 z=—1 € z=o%0 


. (1) 


(5) > 一 一 ;为 本 质 奇 点 ,无 穷 远 点 为 可 去 奇 点 ; 
(6) zx 一 0 为 可 去 奇 点 ,无 穷 远 点 为 本 质 奇 点 ; 
(7) z 二 2kxi (一 0, 士 1, 士 2,…) 各 为 一 阶 极点 ,无穷 远 点 为 非 孤 立 奇 点 ; 


(8) = 一 (4 十 村)z (一 0, 士 1, 土 2,…) 各 为 二 阶 极点 ,无 穷 远 点 为 非 孤 立 奇 点 . 


(z— i)"? 
(2i)"+2 


(Do DDD"ntl) ,0 |z—i|<2. 
n=0 


(1 二 + xz)? 


(2) ziet = >) 过 ,0< |z|<+ece (0< |z|< 十 oo 既是 z 一 0 的 去 心 邻 域 ,又 是 以 z= 


n=—2 


0 为 中 心 z 二 ce 的 去 心 邻 域 ). 


(3) el= 一 >») Oy 0< |z—1|<+oo (0 < |z 一 1|<+coe 既是 zx= 1 的 去 心 邻 域 ,又 
n=0 * 


是 以 z 二 1 为 中 心 z== co 的 去 心 邻 域 ). 

(1) 否 ; (2) 否 ; (3) 否 ; (4) 能 . 

(1) f(z) 十 gC(z); m 关 nn 时,z 一 a 是 它 的 min{m,n}) 阶 零点 ;m 二 n 时 ,z 一 a 是 它 的 不 低 于 x 阶 的 零点 . 
f(z)g(z): zx 二 a 是 它 的 m 十 n 阶 零 点 . 


: mm 天 7 时 ,z 二 a 是 它 的 jm 一 n | 阶 零点 或 极点 ;m= 二 n 时 ,z= 二 a 是 它 的 可 去 奇 点 . 


(2) f(z) 十 g(z): m 关 nn 时,z 二 a 是 它 的 max{m,n}) 阶 极点 ;m 二 nn 时 ,z 二 a 是 它 的 不 高 于 mm 阶 的 极点 
或 可 去 奇 点 . 
f(z)g(z): z 一 a 是 它 的 mr 十 nn 阶 极点 . 


0 : 14 盖 下 时,z 一 4 是 它 的 m 一 n 阶 零点 ;m 二 n 时 ,z= 二 a 是 它 的 2 一 mm 阶 极点 ;m= 二 n 时 ,z= 二 a 是 它 的 


可 去 奇 点 . 


(3) f(z) gCz) ,fz)g(2) es 都 以 z=a 为 本 质 奇 点 . 


习 题 五 
e 1 一 e 
2 
= 上 为 奇数 ， 
1， 为 偶数 ; 


, Resf (x) —HLs Cr +6rri— 18r—24i). 


(2) Resf(z)=Resf(z)=0; (3) Res/(o)=| 
到 二 看 工 一 co z= kx 


Ax—4i 
T5 


(4) Resf(z)= 
Ee 


. (1) 6xi; (2) 0; (3) —1l2xi; (4) 0; (5) sint; (6) 0. 


2 (2) A (3) 4 (4) 人 a>0， 
Vai—p a VazTT a 一 ri， a<0. 
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. (1) 于 re (2) 至; (3) 0; (4) 3 
(3e: 一 1) me ， ma 
(4) 人 (5) re sin Ds 


. 提示 : 由 佬 软 定理 可 证 . 
. 提示 : 由 儒 吹 定理 和 微 积分 中 零点 定理 可 证 . 
. 用 反 证 法 . 若 存 在 DD 内 的 点 z ,使 得 f(zo) 关 0, 则 zo 必 为 f(z) 一 f(zo) 的 一 个 级 零点 (n 之 2). 由 零 
点 的 孤立 性 , 故 存在 6>0, 使 得 在 圆周 C: |z 一 zo | 二 8 上 f(z) 一 f(zo) 隆 0, 在 C 的 内 部 ,f(z) 一 f(zo) 及 
了 (xz) 无 异 于 zo 的 零点 . 
设 m 表 示 |f(z) 一 flzwo)| 在 C 上 的 下 确 界 , 则 由 儒 答 定理 即 知 , 当 0 过 | 一 a| 过 my 时 , f(z) 一 f(zo) 一 a 在 
圆周 C 的 内 部 也 及 个 零点 . 但 这 些 零点 没有 一 个 是 多 重点 ,因为 (zx) 在 C 内 部 除 z。 外 没有 其 他 零 
点 ,而 zo 显然 不 是 f(z) 一 f(zo) 一 a 的 零点 . 
令 zi za， yz 表示 f(z) 一 f(zo) 一 a 在 C 内 部 的 n 个 相 异 零点 ,于 是 

flzi) = flz0)ta (k= 1,2,.,n). 
这 与 f(z) 的 单 叶 性 假设 了 矛盾. 故 在 区 域 D 内 广 (z) 天 0. 


习 题 六 


.arg 扩 (mo) 为 ww 二 f(z 在 处 的 旋转 角 ; | 了 (zo) | 为 w= Fa) 在 am 处 的 伸缩 率 . 

. (1) 旋转 角 为 0 一 一 arctan 二 ;伸缩 率 为 2V34, 当 (z- 填 ) +y< 直 时 缩小 , 当 (z- 于 ) +y> 去 时 
放大 . 

(2) 施 转 角 为 下 ;伸缩 率 为 悍 , 当 (zx 一 1)? 十 yy 之 1 时 缩小 , 当 (z 一 D? 十 交 <1 时 放大 . 

(3) 旋转 角 为 0; 伸缩 率 为 4 


, 1 3 人 
。twi 一 z 十 1 tu 一 ws 一 5rus » Wh = ew (9=arctan 4 )， 也 一 YA 一 31. 
1 


(0D 于 十 (2) 2 一 二 (3) 2 一 二; (人 可 
.DD wT (2) wu 一 一 二; 

(3) wi (4) w= 

. 下 半 平 面 . 

. (z=- 堵 8， (2) zl; 3) z=—l; (4) z=0. 


. |a|l=|e|,H ad—be0. 
(1) 映射 成 以 TO 1 ,ww ly Ts i 为 顶点 的 三 角形 ; 
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(2) 映射 成 团圆 |w 一 让 委 1. 
10. (1) Imw>1; 


(2) Imw> Rew; 


(3) [wti|>LE Imw<0; (4) | 证 < 去, 且 Imw<0. 
一 一 ;2 一 1 一 ; 2 一 i 
11. (1) w= i i? (2) w i Fi 
12. (1) w=2—1, (2) w=i 2—1. 
z 一 2 2 一 > 
13. 映射 成 圆心 在 原点 ,半径 为 R? , 且 沿 由 0 到 R? 的 半径 有 割 痕 的 圆 域 . 
z 3 i 
1 15. w—In Stl1. A LL 
2cosb el (V4—1)etizs +3V4 
_1/ jl _ Ve TIT | 
17. w= 亏 (z 十 二) 18. w= 19. w=2i2. 
2z—1Y\’ 
| ray 
Ee z—21 Ee _ /zi 2 _ 2 一 
20. w= iit 24 w=A/1 一 (于 ) 22. mw 一 
(V2) 
2—z 


[General | nfornati on] 


山 出 出 
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于 


sin6D d9 
QI xD dx 
/QQ Xei nx dx 


